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BOLUM 1
GIRIS
Bu tez calismasinda altinci mertebeden bir lineer olmayan Sobolev tip kismi
diferansiyel denklem i¢in baslangi¢ sinir deger probleminin ¢ézliimiiniin asimptotikligi
incelenmistir. Once Enerji fonksiyonu elde edilmistir. Sonra bu fonksiyon igin 6n
degerlendirmeler elde edilmistir. Daha sonra denklemin sag tarafindaki fonksiyonun
lizerine bazi sartlar getirerek uygun esitsizlikleri kullanarak ¢6ziimiin asimptotik

olarak sontimlendigi gosterilmistir.

Tezin amact: Verilen denkleme konulan baglangi¢ sinir deger probleminin ¢oziimiiniin

asimptotikliginin incelenmesi.

1.1. TANIMLAR

Tanim 1.1: Q,R™ de o6lgiilebilir bir bolge , m negatif olmayan bir tamsayidir. 1 <

p < o olmak lizere

wm™P(Q) ={u€elLl(Q): D€ LP(Q) , 0 <|a|] <m}

Seklinde tanimlanan uzaya Sobolev Uzay1 denir [16].

Tanim 1.2:

Au = Uy, +uyy, =0

denklemine Laplace denklemi denir.A Laplace operatoriidiir.ve n=1,2,3 boyutlu

gosterimi asagidaki gibi



A= | A= 4 A= 4 2 4 2 (1.1)

tanimlanir.

Tanim 1.3: Q, R™ de 6lgiilebilir bir bolge , 1< p < oo olmak iizere

@) = {ul f julPdx < oo}
Q

Bu uzayda norm asagidaki gibi tanimlanir [16].

|

14
ity = (| I
Q

Tanim 1.4:

Llul = u™ + q,u®™ D + . + qu = f(x) (1.2)
denklemi i¢in

U(to) = to, U'(to)=ty, .., u™ D (tg) = Up_q (1.3)
sartin1 saglayan (1.2)-(1.3) problemine baslangi¢ deger problemi denir.

Tanim 1.5: Eger L[u]=f (x) denklemi D = {t > 0, x € Q} bolgesinde verilmis ise Q

siirl bolge olmak iizere (1.2) sartlarina ilave
U,, =) ,x€N,t=0 (1.4)

Sart1 da verilirse, (1.2)-(1.3)-(1.4) problemine baslangi¢ sinir deger problemi denir.



Tanim 1.6: (HS(R™) Sobolev uzaymnda gomiilme) : s >§ ise HS(R™) & C(RM)

olur.Yani Vu € H5(R"™) igin

llullerny < cllullys@rny

Olacak sekilde ¢ > 0 sayis1 vardir [16].

Teorem 1.7: W™P (2) Banach uzayidir [16].

Teorem 1.8: 1 < p < o ve m negatif olmayan herhangi bir tam say1 olmak tizere
WyP(R™) = W™P(R™)

dir [16].

Bazi Onemli Esitsizlikler

Tanim 1.9: (Young Esitsizligi): a,b > 0 ve p >1 i¢in % + % = 1 olsun.

Bu durumda
P )
a.b < a—+ﬂ dir.
14 q

Ispat: f(x) = xP~! fonksiyonun grafigi



seklindedir.

ab<A+B
dir.

a
A=Jydx
0

a
= f xP~ldx
0

dir. Boylece

al? b4
ab < —+ —
p q

olur [16].




Tanim 1.10: (Holder Esitsizligi): 1 < p < oo ve % +$ = 1 olsun. Eger ue LP(Q) ise

bu durumda uve L(Q) ve
lluvlly < [lullpllvllg dir.

Ispat: u ve v den biri veya her ikisi sifir oldugunda esitsizlik agiktir. u # 0,v # 0

olsun. Bu durumda

aP b1
bh< —4+—
p q

Young esitsizliginde

|ul

a=
Hull,
v
,_ v
lvllg
Alinirsa
14 q
( Jul ) ( Iv| )
u v
ul vl _ [lul], N [Ivll,
Hull, [vllg p q
|ulP |v|4

pllully * qllvlid

Olur. Buradan her iki tarafin Q bolgesi lizerinde integrali alinirsa

lul  |v] p lul? [v|*
——dx < 5+ 7 |dx
Q ||u||p ”v”q Q p”u”p Q||V||q

Elde edilir. Buradan




_ f luv|d <f . +f L.
uviax s X X
Tl 1Tl Jo o il o allg

1 f 1
= lu[Pdx + f lv|9dx
pllully Jo qllvlid Jg

Olur.
Jo [ulPdx = [lully ve [, |v|%dx = [|v]|] oldugundan

1
Hullpllvllg

dir.

1 1
f luv|ldx < —+-=1
Q P q

f wvldx < |lull, Il
Q

Huvlly < [lullyllvllg

bulunur [16].

Tanim 1.11: (Minkowski Esitsizligi): 1 < p < o olsun. Eger u,v € LP(Q) ise bu

durumda
u+ve LP(Q)ve
llu+vllp <llullp, +1Ivl, dir.

Ispat: p = 1ise
[lu+vll; =f |u+VIdXSf |u|dx+f lvldx = [ull, + [lv]l1
Q Q Q

dir.

p>1ise



f |u+v|pdx=f lu + v|P~L Ju + v]|dx
Q Q

Sf |u+v|p‘1.|u|dx+f lu + v|P~L |v|dx
Q Q

Yazilabilir. Simdi esitsizligin sag tarafindaki integraller i¢in kestirimler elde edelim.

Holder esitsizliginden

1

1

P q
f|u|.|u+v|p_1dxs<f Iulpdx> <f |u+v|(p—1)qu>
Q Q Q

+-=1den (p — 1)q = p oldugundan

S |-
Q|-

1 1

p q
f lul. |u + v|P~tdx < (f Iulpdx> <f |u+v|p>
Q Q Q

p
= [lullpllu +vlI;

olur. Benzer sekilde

P
fﬂ [vl. Ju+v[P~dx < [|v]lpllu+ v]]}

dir. Bu ifadeler yerlerine yazilirsa

f |lu + v|Pdx < f lul. Ju + v|P~tdx +f [v|. |u+ v|P~tdx
Q Q Q

b p
< |lullpllu + V||Z + [[v]lpllu + vIIZ

p
= ([lul], +[lwl] DIl + vl

14
e+ vl < (lul]) +|lwl] DIl +vli

r
olur. Buradan esitsizlik ||u + v| |Z ile boliiniirse



QT

lu+vll, © < ([l +]1e1])

llu+vl|, < |IuI|p + IIvllp

bulunur [16].

Tanim 1.12: (Gronwall Esitsizligi (Diferansiyel Form)): u(t), [ 0,T] araliginda negatif
olmayan mutlak stirekli bir fonksiyon, ¢ (t) ve 1 (t) negatif olmayan [0,T] {izerinde

integrallenebilir fonksiyonlar olmak {izere,

w(t) < ¢p(Oult) + (1)

Esitsizligi saglasin. Bu durumda 0 <t < T i¢in

¢ t
u(t) < eho 2@y (0) + j Y(1)d7)
0

yazilabilir.

Ispat:

© (e 5 907) = = KOO — g (u(e)

< el ?®at 1y

yazilabilir.

Buradan (0,t) araliginda integral alinirsa

t
u(t)e‘fot‘i’(f)dr —-u(0) < j e‘fot"b(r)df.tp(r)dr
0

t t t
u(t)e‘fo ¢@dT < 4(0) + f e o ¢ 4 (1)dr
0

t
u(t) < elo T, (0) + f e ho AT 1y (1)d7)
0

bulunur [16].



Tanim 1.13: ( Gronwall Esitsizligi ( integral Form)):

i. wv(t),hemenhemenher0 <t <TveC(C,C, = 0 sabitleri i¢in

t

v(t) < le v(t)dt + C,
0

Integral esitsizligini saglayan, negatif olmayan ve [0,T] iizerinde integrallenebilir

fonksiyon olsun. Bu durumda

v(t) < Co(1 + Cytert)

olur.
ii. Ozel olarak
t
v(t) < le v(t)dt
0
olur.
Ispat:

Lu(t) = fotv (t)dr olsun. Bu durumda

t

v(t) < C1J v(t)dt + C,
0

Esitsizligi
u'(t) < Ciu(t) + C,
Esitsizligine dontistir. Gronwall esitsizliginin diferansiyel formundan

u(t) < et(u(0) + C,t) = Cytet



Yazilabilir. Boylece
t

v(t) < le v(t)dt + C,

0
= C1U(t) + C2
< C,(1 + CyteCity

Bulunur.

ii. Onceki esitsizlikte C, = 0 almirsa istenen bulunur [16].

Tanim 1.14: (Sobolev-Poincare Esitsizligi): 2 < qg <o (n=1,2) ve2<q < %

(n = 3) olsun. Bu durumda u € H(Q) igin

llullg < [Vull,

dir. Burada ¢ = ¢(£, p) dur.

Ispat: Sobolev gémiilme teoreminden

np S
p<g<in—mp nemp
+oo n<mp

Icin

Wy (Q)  L1(Q)

dir. Buradan m = 1 ve p = 2 alinirsa

2n
25q=\n-2
40 n<?2

n>?2

Icin
W2 (Q) & L1(Q)

10



yani

||u||q = C“u”WOl‘z(Q)

olur. Ayrica

||u||W01'2(Q) = ||Vu||L2(Q) = [[Vul|

oldugundan ispat tamamlanir [16].

Tamim 1.15: (interpolasyon Esitsizligi): 1 <p < q <rve 0 < 8 < 1 i¢gin % + 1;—9

p olsun. Eger u € LP(Q) N L"(Q) ise u € L(Q) ve

lully < Jlullf]ul]:=®
dir.

. 1 1
Ispat: s = ;iq ve-+— = 1 olsun. Bu durumu s> 1 ve

" p—06q

6 1-6 1 14 r <
_ AT A N
dir. Ayrica 5 +— . 67— (=) oldugundan

T (1-6)q

(r < o) olur.

11



Holder esitsizligi kullanilirsa

il = | fufedx
Q

= J. |u|6q|u|(1_9)qu
Q

1 1

s s7
< (f |u|®as dx) <f |u|(1‘9)q5'dx>
Q Q

7} 1-6
= |lul| 99 )| 0

1 }
olur. Burada her tarafin m kuvveti alinirsa

Hullg < [lul|§]ul|t~?

bulunur [16].

12



BOLUM 2

LITERATUR CALISMASI

1980 yilinda Webb [6] tarafindan bakilan

Wee — abw, — Aw = f(w) ,t > 0 (2.1)
w(x0) = ¢x), x€Q (2.2)
we(x,0) = P(x) ,x €Q (2.3)
w(x,0)=0,x€0Q ,t=0 (2.4)

(2.1)-(2.4) lineer olmayan baslangi¢ sinir deger probleminin ¢oziimiiniin varligi ve

tekligi ile beraber t— oo daki davraniglari incelenmistir.

Mitsuhiro ve Kosuke, dagitici terimli tipik yari lineer dalga denklemi igin

U — Au+u, — [ulPu=0, RNx[0,) (2.5)

u(x,0) = up(x),  u(x,0) =uy(x) (2.6)

(2.5)-(2.6) Cauchy probleminin ¢6ziimiiniin varligini incelemislerdir [11].

Shubin ve Guowang , ¢cok boyutlu genellestirilmis IMBq denklemine konulan Cauchy

problemi igin

Uy — Auyy — Au = Af(u), (x,t) € R™ x (0,0) (2.7)

13



u(x,0) = u,y (%), u(x,0) =u,(x), x€R" (2.8)
(2.7)-(2.8) baslangic deger probleminin ¢O6ziiminin varhigint ve tekligini
incelemislerdir ve genellestirilmis IMBq denklemine konulan Cauchy problemi igin

global ¢ozlimlerinin var olmadigini kanitlamiglardir [21].

Xu , Zhao ve Shen, dordiincii dereceden dalga denklemine konulan

Uy — Au — Auy — Auy = f (), X €Q, t>0 (2.9)
u(x,0) = uy(x), us(x,0) = uy (x), x €N (2.10)
Ulgo =0 (2.11)

(2.9)-(2.11) baslangic smir deger problemini dagilimli ve dagitict terimlerle
incelemislerdir. Carpan yontemi kullanilarak, lineer olmayan terime iliskin zayif
kosullar altinda, problemin global ¢6ziimiiniin, zaman sonsuza yaklastikca iistel olarak

stfira yakinsadigini kanitlamiglardir [17].

Xu ve Yacheng, soniimlii lineer olmayan dalga denklemi igin

Uy — albuy — Au = f(u), a>0xeQt>0 (2.12)
u(x,0) = up(x), us(x,0) = uy(x), X EQ (2.13)
Ulgg = 0 (2.14)

(2.12)-(2.14) baslangi¢ smir deger problemini incelemislerdir. Genellestirilmis
integral tahmin yontemleri kullanilarak, lineer olmayan terimlerle ilgili zay1f kosullar
altinda t zaman1 sonsuza yaklastik¢a ¢oziimlerin tiistel olarak sifira yakinsadigini

kanitlamislardir [18].

14



Polat ve Kaya dagitic1 ve dagilimli terimler ile birlikte lineer olmayan dalga denklem

smifi i¢in

Ut — Uy — Uxxtt — Auxxt tu= G(ux)x ’ (x’ t) € (0: t)x(O, t) (2-15)
u(0,t) =u(1,t) =0 ,t=>0 (2.16)
u(x,0) = uy(x) ,us(x,0) = uy(x) ,x € [0,1] (2.17)

(2.15)-(2.17) baslangi¢ deger probleminin hem global hem de lokal olarak asimptotik
davraniglart ve patlamali ¢éziimleri ele almiglardir. Lineer olmayan terimler ve
baslangic¢ verileri lizerindeki zayif kosullar altinda problemin tek ¢éziimii oldugunu
global ¢ozlimlerin siirekliligini ve  t — oo’a giderken ¢oziimiin iistel olarak sifira

yaklasip yok olabilecegini incelemislerdir. [14].

Hui ve Yuzhu,

Uy —Au—Aup +u, = f(w), x€Qt>0 (2.18)
u(x,t) =0, x €00,t>0 (2.19)
u(x,0) = up(x), u(x,0)=u;(x), x€Q (2.20)

lineer olmayan kuvvetli soniimlii dalga denklemiyle birlikte yari lineer dalga
denklemini ele almislardir. Bunun sonucunda yeni ingaa edilmis bir fonksiyon ve
i¢biikeylik arglimenti yardimiyla, bu problem icin genel bir sonlu zaman patlamasi

kriteri olusturmuslardir [10].

Xiangying ve Guowang, dordiincii dereceden lineer olmayan bir evrim denklemi igin

Ut — AqUxx — AoUxxe — A3Uyxtr = q)(ux)x’ X € (0’1): t>0 (2-21)

u(0,t) =u(1,t) =0, t=0 (2.22)

15



u(x,0) = uy(x), u(x,0) =u,(x), x€[0,t] (2.23)

(2.21)-(2.23) baslangigc—sinir deger probleminin ¢6ziimiiniin asimptotik davranigini

incelemislerdir [23].

Giir ve Giileg, asagidaki dordiincii dereceden lineer olmayan dalga denkleminin

U — @ Au — B AU — v Auge = f(u) (2.24)
u(x,0) =0, u(x,0)=0 (2.25)
Uj,q (2.26)

(2.24)-(2.26) problemi i¢in 6n degerlendirmeler yapildiktan sonra problemin

¢Oziimiiniin H1(Q) deki a, 8 ve y katsayilarina siirekli bagli oldugu kanitlamiglardir

[7]1

Amin ve Hamideh, akigkan bir sivi da ¢ift yonli yiizey dalgalarin1 modelleyen bir

evrim denklemi i¢in
Upe — Au + A%u + alu, + yA%u, = A (ﬁ(f(ut)) + g(u)),x ERMt>0 (2.27)

u(0) = up(x), u(0) =u,(x), x€R" t>0 (2.28)
(2.27)-(2.28) Cauchy problemini ele almiglardir. Baslangi¢c degeri iizerindeki zayif
kosullar altinda, bazi zaman agirlikli uzaylarda global ¢éziimlerin varligi ve asimptotik

davranis1 daralma doniistimii ile elde etmislerdir [4].

Stephane ve Belkacem, Kelvin-Voigt soniimii ile ilgili dinamik sinir kosullar1 ve ¢ok

boyutlu dalga denklemi incelemislerdir.

Uy — Au — aAu, = [ulP™?u, x €L, t>0 (2.29)

16



u(x,t) =0, xel,, t>0 (2.30)

adu; e
7 (x, ) + rlu ™ %u (x, t)] ,X€ET,t>0  (2.31)

Ju
t) = —a|l—-xt

e (,0) = —a oo (0 +
u(x,0) = up(x), us(x,0)=u,(x), X €EQ (2.32)
Kararl bir kiimede ¢oziimlerin varlig1 ve kararliligr kanitlanmistir. Kararsiz kiimede
baslangi¢ verileriyle ve lineer dinamik smir kosullari ile birlikte (2.29)-(2.32)
problemin ¢oziimii i¢in patlama elde etmislerdir [22].

Polat ve Pigkin, genellestirilmis soniimlii ¢ift dagilim denklemi i¢in

Upe = Ugy — Unexer T Unrxx — AUyt = J(Wxxy X ERT>0 (2.33)
u(x,0) =), u(x0)=1v(x) (2.34)
(2.33)-(2.34) Cauchy problemini incelemislerdir. Carpan yontemi kullanilarak, lineer
olmayan terimle ilgili ¢ok basit ve zayif kosullar altinda, t — oo yaklastik¢a problemin
¢Oziimiiniin sifira yakinsadigini kanitlamiglardir [13].

Polat ve Pigkin, genellestirilmis soniimlii ¢ok boyutlu Boussinesq denklemi i¢in

u,, —Au—Au,, + A*u — kAu, = Af(u), (xt) € R"x(0,00) (2.34)

u(x,0) = ug(x) ,u.(x,0) =u,(x) ,x €R" (2.35)

(2.34)-(2.35) Cauchy problemini incelemislerdir. Bir ¢arpan yontemi kullanilarak,
lineer olmayan terimle ilgili ¢cok basit ve zayif kosullar altinda, t — co yaklastikca

problemin ¢ézlimiiniin sifira yakinsadigini1 kanitlamislardir [12].

Yinxia ve Hengujan, Genellestirilmis soniimlii Boussinesq denklemi i¢in
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Upe — Au — 2bAu, + ad?u = Af (u), t>0 (2.36)
t:0u = uy(x), Uy = uy(x) (2.37)
(2.36)-(2.37) Cauchy problemini incelemislerdir. Baslangi¢ degerindeki zayif kosul
altinda, tiim uzay boyutlar i¢in ¢oziimlerin global varligini ve optimal bozulma
tahminini kanitlamiglardir. Ayrica, zaman sonsuza dogru giderken ¢oziimiin lineer

¢Oziime yaklastirilabilecegi gosterilmistir [25].

Xu ve Yanbing, lineer olmayan dordiincii mertebeden dagilimli-dagitici dalga

denkleminin

Upe — Au — Auy — Augy +up = [ulP 1y, Qx(0, ) (2.38)
ulx,t) =0, x€dQ, t>0 (2.39)
u(x,0) = uy(x), us(x,0) =u(x), x€Q (2.40)

(2.38)-(2.40) baslangig smir degeri problemini arastirmuglardir. I¢ biikeylik yontemi
kullanilarak keyfi pozitif baglangic enerjisine sahip belli ¢oziimler i¢in patlama elde

etmislerdir [19].

Xu ve Yanbing, dordiincii dereceden giiclii soniimlii lineer olmayan dalga denklemleri

sinifi igin

U — A+ A u—albu, =f(w) , x€Q t>0 (2.41)
w(x,0) =u,(x) u(x0)=u(x), xen (2.42)
u(x,t) = Aul(x,t) =0, xeEdn ,t =0 (2.43)
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(2.41)-(2.43) Baslangic sinir deger problemini incelemislerdir. Potansiyel kuyu
ailesini tanitarak F(u)’da baz1 zayif kosullar altinda ¢6ziimiin asimptotik davranisi ve
varlig1 kanitlamiglardir [20].

Yuzhu, genellestirilmis Boussinesq denklemi igin

Upe — AAuy — 2bAu, — al3u + BA?u — Au = Af(u), xE€R™Mt>0 (2.44)
t:0, u=uy(x), u=u(x), x€R", t>0 (2.45)
(2.44)-(2.45) Cauchy probleminin global ¢oziimiiniin varligin1 ve tekligini elde
etmistir. Baz1 varsayimlar altinda, genellestirilmis Boussinesq denklemi i¢in Cauchy
probleminin zayif ¢oziimiiniin L* normunda, t sonsuza giderken sifira yakinsadigi
kanitlamistir [24].

Polat ve Pigkin, ¢ok boyutlu genellestirilmis Boussinesq tipi denklemi i¢in

U — Au — alug + A%u + Auy — kAu, = Af(u) , (x,t) € R"x(0, ) (2.46)
ulx,0) =uy(x) , u(x,0) =u;(x) , X €R™ (2.47)
(2.46)-(2.47) Cauchy probleminin ¢6ziimleri soniimlii terimlerle birlikte zaman iginde
hem lokal hem de global olarak varolusu ve global varolugsuzluguyla asimptotik

davraniglarini ele almiglardir [15].

Huafei ve Shang, asagidaki lineer olmayan soniimlil terimler ve kaynak terimlerle

birlikte ¢ift dagilimli -dagitict dalga denkleminin

Upe — Au — Auy + A%u — Augy + alu ™ ?u, = blulP2u,x € Q,t >0 (2.48)

u(x,0) = up(x), u(x,0) =u(x), x€Q (2.49)
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u
u=0, —-=0, x€00, >0 (2.50)

(2.48)-(2.50) Baslangi¢ sinir deger problemini ele almiglardir. Galerkin yontemiyle
monoton kompaktlik yonteminin birlesmesiyle en az tahminle global ¢dziimlerin
varlig1 elde etmislerdir. Ayrica bazi varsayimlar altinda global ¢ézlimlerin asimptotik

davraniglarini da aragtirmiglardir [9].

Giir ve Giileg , lineer olmayan kuvvetli sonlimlii bir dalga denklemi i¢in baslangic-

sinir degeri problemi ele alinmiglardir.

Uee — Au+ Blug)uy = adu,, x€Q, t>0, (2.51)
u(x,0) = up(x), ux) =u(x), x€Q (2.52)
u=0 xe€0qQ, t>0 (2.53)

H(Q) deki a, B katsayilarma siirekli baglilig1 ve lineer olmayan kuvvetli séniimlii

dalga denkleminin ¢6ziimiiniin kararlilig1 incelenmistir [8].

Giir ve Bayraktar ,soniimlii lineer olmayan gelistirilmis Boussinesq denklemi i¢in

Uy — bAu — §Aus — rAu, = Af (u), (x,t) € Qx[0,T] (2.54)
u(x,0) = up(x), u(x,0) =uy(x), x€€QcR"(n=3) (2.55)
u(x,t) =0, (xt) € 00x[0,T], T>0 (2.56)

(2.54)-(2.56) baglangi¢ sinir deger problemini incelemislerdir. Problemin baslangig
verileri ve katsayilar1 g6z oniinde bulundurularak denklemin ¢oziimleri i¢in a prior
degerlendirmeler yapilmistir. Coziimlerin §,b ve r katsayilarindaki siirekli bagimlilig

carpan yontemiyle elde etmislerdir [5].
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Amirov ve Anutgan,

Upexx T azuxx - BZ((q(u))tt =f(x1)

Burada, q(¢) siirekli bir fonksiyondur. Boyle bir denklem i¢in sinir-deger probleminin
¢ozilebilirligi [ 1]. makalede ispatlanmistir. Bahsedilen ¢alismadaki q(¢) fonksiyonuna
belli sartlar yiiklenerek farkli sinir-deger problemleri i¢in ¢éziimlerin varlik ve teklik
teoremleri elde etmislerdir. Bu ¢alismanin devami olarak, denklem igin konulan sinir-
deger probleminin yaklasik ¢6ziimii ve belli sartlar dahilinde ¢6ziimiin dayanikliligin
arastirmiglardir. [2]. Ek olarak, aynmi tip denklem igin q(¢) durumunda polinom

fonksiyon ve tanh yontemleri kullanarak solitary dalga ¢oziimlerini elde edilmistir [3].

Bu tez asamasinda asagida verilen altinci dereceden lineer olmayan Sobolev tip kismi

diferansiyel denklem i¢in baslangi¢ sinir deger problemini inceleyecegiz.
Uet = Uxxe — Uxxt — Unxet — Unoxxxx = f(u) , X € (0'1) ’ t=0 (2-57)
Burada f(s) lineer olmayan bir fonksiyondur. (2.57) de 6n degerlendirmeler yaparak

lineer olmayan terimle ilgili ¢ok basit ve genel bir varsayim altinda, t zamani sonsuza

yaklastiginda problemin ¢oziimiiniin iistel olarak sifira yakinsadigin1 kanitlayacagiz.
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BOLUM 3

BiR SOBOLEYV TiP DENKLEM iCiN BASLANGIC SINIR DEGER
PROBLEMININ COZUMUNUN ASIMPTOTIiK DAVRANISI

Bu c¢alismada asagidaki altinct mertebeden bir lineer olmayan Sobolev tip kismi

diferansiyel denklem i¢in baslangi¢ sinir deger probleminin

Upe — Au — Auy — Auye — A3u = f(u) ,x€(0,1) ,t=0 (3.1
u(x,0) =ug(x) , u(x,0)=u(x), x € [0,1] (3.2)
w0, ) =u(L,t) =0, t>0 (3.3)

(3.2) baslangi¢ , (3.3) smir sartlarini saglayan ¢oziimiin asimptotik davraniglarini
inceleyecegiz. Burada u(x,t) aranan fonksiyonu , f(s) lineer olmayan bir fonksiyon ve
Uy (x) , uq (x) baslangig verileridir.

Teorem 3.1.: Varsayalim ki

0<-Fw<-f(wu Vu€eR, F)= fouf(s)ds.

u,(3.1)-(3.3) probleminin ¢éziimii olsun. O zaman C ve A pozitif sabitleri i¢in

E(t) < CE(0)e ™ 0<t<oo (3.4)

esitsizligi dogrudur.
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Burada

lucl|> |IVull®  |IVul|?  [IVul)?
|t|||+|t|+| *

E@) =—; 2 2 2

1
f F(u)dx (3.5)

Enerji fonksiyonudur.

Ispat: (3.1) denklemini u, ile skaler carpip 0’dan 1’e kadar integralleyelim

1

1 1 1
f uttutdx—f uxxutdx—f uxxtutdx—f Uyt Up AX
0 0 0 0

1 1
- j UpxxxxxUedX = ] fu.dx
0 0

Simdi kismi integrasyon formiilii kullanirsak

d 2 d 2 2 d 2 d 2
Z_dt“uxll +||uxt|| +2_dt||uxt|| +2_dt||v3u||

1

T OF(u)alx=0

L i A A o i
dt 2 2 2 2

f Fdx) + |[ugl2 =0 (3.6)
0

esitligi elde ederiz.

(3.6)’y1 (3.5) te yerine yazarsak:
d 2
G EO+ [IVul|" =0 (3.7)

elde ederiz.

(3.7) esitsizligini § > 0 olmak sartiyla e® ile carpalim:
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d 2
&EE(L“) + eV, l| =0
Bu esitligi asagidaki gibi yazabiliriz.
d (st 5t 2 5t
T ("E®) + e IVul|” = se™E(®) (38)

(3.8) denklemini 0’dan t’ye kadar integrallersek

fot %(e&E(T)) dr + fote5T|IVuT||2dT = 6f0te5TE(T)dT

t t
eStE(t) — E(0) + j e5T||VuTI|2dT = 6j eSTE(7)dt
0 0

t t
eStE(t) + j e5T||VuTI|2dT =E(0) + 6j eSTE(7)dt
0 0

elde ederiz. Esitligin sag tarafindaki integralde E(t) yerine (3.5)’1 kullanirsak

t
eStE(t) +f e%7||Vu,||?dt
0

= E(0)

N 5f IIuTII2 || Vul|? N |Vu,||? . |V3u[|?
2 2 2

— le(u)dx)dr
0

t u,||? Vul|? Vu,||?
=E(O)+6f e&(” ;H _|_|| 2|| _|_|| 21||>

0
el )
) —_— F(u)dx |d 3.9
+f0 ( 5~ | Paodx Jar (39)

elde ederiz.
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Teorem 1’in sartlarini dikkate alarak (3.9)’da ki son integrali degerlendirelim

|1v3u|*
2

2
t 50 ||V3u|| 1
6| e"| ———— | F(u)dx |dt
0 2 0

< SIt <|IV3uI| f f(u)udx) dt (3.10)
0

|I3||

— le(u)dx <— f fw)udx
0

Bu esitsizlikte goriildiigii gibi , esitsizligin sag tarafindaki integraldeki | 01 f(w)udx

ifadesindeki f'(u) yerine (3.1) denkleminin sol tarafin1 yazarsak

2
t 50 ||V3u|| 1

e’ ———— | F(w)dx |drt
0 2 0

t v3u||?
< f e’ (M— [173ul]” = ) = [1Vul|” = ||\7u||
0

— (Vu,Vu) )dr

t 1V3ul|” d
=j e&<—| > | —(unu)—||Vu||2—ﬁHVuHZ—(VuHVu))dT (3.11)
0

elde ederiz.

(3.11)’in sag tarafindan

2
> e —||Vu||

gibi kesin negatif olan terimleri atarsak (3.11) asagidaki esitsizlige doniisiir.
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t vdull? 1
SJ. edt u—f F(uw)dx |dt
0 2 0

t d 2
< 6[ ed? (—(uﬂu) - ZTlTHVuH — (Vugzu) )dr (3.12)
0

(3.12) esitsizligin sag tarafindaki terimleri sirastyla degerlendirelim:

Once

t
) j e (uu)dr
0

Integraline bakalim:

Bunun i¢in asagidaki ifadeyi inceleyelim

d rt ( t t
—a(f e (uu)dr) = —6f e‘ST(uTu)dr—j e&(unu)dr—J e%||u,||%dz
0 0 0

0

t

t t
—eSt (upu) + (ugug) = —6[ e (uu)dr —f e (u u)de —f ed7||u,||? dt
0 0 0

Simdi elde ettigimiz esitligin her iki tarafin1 § ,(§ > 0) ile carpalim ve istenen

integrali yalniz birakirsak

t
= f e (uu)dr
0

t

t
= —8e%t(uu) + §(uguy) + 5zf e®T (uuw)dr + 5] 88T||uT||2 dr
0

0

esitligi elde ederiz.

Bu esitlikte son terim hari¢ geri kalan terimlere Young esitsizligi uygularsak asagidaki

esitsizligi elde ederiz.
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)
<—e
2

o
% (el [+ [1all”) + 5 (el [ + 1o [)
t t
+—f e5f(|IuTI|2+|IuI|2)dT+6J e |u,||* de (3.13)
2 Jo 0
Simdi agagidaki integrale bakalim

—6.[ ||Vu|| dt

Bunun i¢in asagidaki ifadeyi inceleyelim:

‘ d 61 5 (" 6T 2 ‘ 6T d 2
_f Zd ( ||Vu||) —EJ;) e ||Vu|| dT—fO e ZTITHVUH dt

—§e5t||Vu|| +E||Vu0|| :_Ej; e%7||Vul| dr—j;)e&leTHVuHZdr

Simdi elde ettigimiz esitligin her iki tarafin1 § ,(§ > 0) ile carpalim ve istenen

integrali yalniz birakirsak
5 62 t
-5J ||Vu|| dr= - e®|lvul’ +—||Vu0|| +2 fe&||Vu||2dT
0

esitligi elde ederiz.

Yukaridaki esitlikte kesin negatif olan terimi atarsak
6 8
—5] ||Vu|| dt §||Vu0|| +—J T |Vu|| dt (3.14)

esitsizligini elde ederiz. Son olarak asagidaki integrale bakalim:
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¢
-5 f e (Vu,,Vu)dr

0
Bunun i¢in asagidaki ifadeyi inceleyelim:

d t
_ 6T
Tt ( L e°"(Vu,Vu)dr)
t t t
- —6f e‘ST(VuTVu)dT—f (VuTTVu)dT—f e%||Vu,||?dr
0 0 0
—e%t(Vu,Vu) + (Vu,Vuy)

¢ ¢ t
= —6j e‘ST(VuTVu)dI—J (VuTTVu)dT—J e%7||Vu,||?dt
0 0 0

Simdi elde ettigimiz esitligin her iki tarafin1 § ,(§ > 0) ile carpalim ve istenen

integrali yalniz birakirsak

t
=) f e (Vu, Vu)
0
= —6e%(Vu,Vu) + §(Vu, V)
t t
+62f e&((VuTVu)dT+6f e%7||Vu,||2dt
0 0

esitligi elde ederiz.

Bu esitlikte son terim hari¢ geri kalan terimlere Young esitsizligi uygularsak agagidaki

esitsizligi elde ederiz.

t
= f e (Vu,, Vu)
0

<

N O

2 6 2
e ([IVae]|” + 11Vl + = (| IVua || + 11V]1%)

62 t
_ oT
+ > L e (||Vur

t
2 + ||Vu||2)+5f e%7||Vu, ||2dt (3.15)
0

(3.13), (3.14) ve (3.15). esitsizlikleri (3.9) ve (3.12) de dikkate alirsak
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1
eStE(t) +f e%7||Vu,||?dt
0

t 2 2 2
el 1l (V]
<EW)+6| e
0 + foe e .

)dt
o) 2 2 é 2 2
2% (el + Rel”) + 5 (IRl + 1o )
62 t 5 2 2 t Y 2 6 2
+7f e T(|IuTI| +||u|| )d‘r+6f e T|IuTI| dr+§|IVu0||
0 0

852 ¢t 2 o) 2 o) 2
+7f e5T||Vu|| dr+ze&(||Vut|| +||Vu||2)+§(||Vu1||
0

2

6 t
BRI (o
2 0

2+ [1vul|")

t
+5f e%7||Vu, ||2dt (3.16)
0

esitsizligi elde edilir.

(3.16) esitsizliginde bulunan

S t 62 t t S

S| erluelar 5 [ eritular . [ e lul a5 e lulf
0 0 0

Integrallerine Vu € H}(Q) icin ||u||* < A||Vu||*> Sobolev-Poincare esitsizligini

kullanarak asagidaki esitsizlikleri elde ederiz.

t t
5f e%7||u,||?dr < 6/10f e%7||Vu,||?dr
0 0

5 (¢t 5 (¢

Ef e%|lu,||?dr < 10§f e97||Vu,||?dt
0 0

10) o)

Eeatlluﬂz < 4o EG&HVuH2

52 t 62 t
—f e%7||ul|?dt sao—f ed7||Vul|*dr
2 Jo 2 Jo
Bu esitsizlikleri (3.16) da yerine yazarsak
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1

eStE(t) +f e%7||Vu,||?dt
0

LollVuel | [IVull?  ||Vue||?
2 + 2 + 2
+ 268t (gl + 20]19ul?) + 2 (J1wal P + 1ol
2 2

< E(0) + sf ed7( )dt
0

2 rt t
+5 [ ot (Il + 20l1wall*) e + 62, [ eoefivuer

6 2 62 t S5 2 6 S 2 2
+E||Vu0|| +7f e%7||Vul| d‘r+§e tIvuel|” + lIvull®
0

2

o 6% t
# gl 4 19wl + 5 [ o (19,1 + f1vui]*)

t
+5f e%7||Vu,||?dz (3.17)
0

esitsizligini elde ederiz.

(3.17) esitsizligin sag tarafindaki terimleri asagidaki gibi diizenleyebiliriz.

3 t 3 t 3 t
56/10] e5’||VuT||2dT+§6f e‘ST|IVuT||2dT=56(1+/10)f e%||Vu,||?dt
0 0 0

2 2 2 2
Y Y V3 1
Se‘” (llutll + || ull + || ufll + || ull _J F(u)dx) < 6166&E(t)

2 2 2 2 .

c (Ml vl Vel vt
62f ed" 4 + L —f F(u)dx |dt
o < 2 2 2 2 o

t
< C262f eSTE(1)dr
0

Bu ifadeleri (3.17)’de yerine yazarsak
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1
e&E(t)+f ed7||Vu,||2dr
0

3 t
< E(0) + 55(1 + Ao)f e5T||VuT||2dT + C,6e%TE(t)
0

t

+ cz5zf e E(7)dr 3.18)
0

elde ederiz.

(3.18)dendy1 0 <6 < min{ i} secerek asagidaki esitsizligi

3(1+49) " 2¢4

1
e E(t) +j e%7||Vu,||?dt < E(0)
0

t ot t
+j e5T||VuTI|2dT+7E(t) +(3262J eSTE(7)dt
0 0

St t
eSE(t) < E(0) + %E(t) + CZSZJ e%E(t)dr
0

ot

t

e

7E(zc) < E(O)+Cz6zf eSTE(t)dr
0

t
eSE(t) < 25(0)+zcz52f eSTE(1)dr
0

elde ederiz.

Burada Gronwall lemmasini uygularsak
e E(t) < 2E(0)e??%"t | 0 <t < oo
ve

E(t) < CE(0)e~*

elde ederiz.

Eger §’y1 agagidaki araliktan segersek

31



2 1 1

0< 6 < mi ’ ’
min 2020, 26,

}

(3.4) i elde ederiz. Bununla problemin ¢oziimiiniin c;,c, > 1 iistel mertebeden t —

oo iken azaldigin1 gostermis oluruz.
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BOLUM 4

SONUC VE ONERI

Bu calismada, u; — Au — Au, — Auy, — A3u = f(u) lineer olmayan Sobolev tip
kismi diferansiyel denklem i¢in konulan baglangi¢ sinir deger probleminin ¢éziimiiniin
asimptotik davranigini incelemek icin gelistirilmis integral tahminleri ve baz1 6zel
esitsizlikler kullanilarak lineer olmayan terimle ilgili ¢ok basit ve genel bir varsayim
altinda, zaman t — oo yaklastikca problemin ¢oziimiiniin istel olarak sifira

yakinsadig1 kanitlanmaistir.
(3.1) denklemindeki bazi terimleri ve sag taraftaki fonksiyonu degistirerek yeni olusan

dalga denklemi i¢in konulan siir deger probleminin ¢éziimiiniin varlig1 ve tekligi

teoremlerine ve bu problemin ¢dziimiiniin asimptotikliginin incelenmesine bakilabilir.
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