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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

 

SİMGELER 

 

𝜆          : Reel Sayı (lamda) 

Δ          : Laplace Operatörü (delta) 

∇          : Gradyan vektörü (nabla) 

∇u        : (𝑢𝑥1
, 𝑢𝑥2

, … , 𝑢𝑥𝑛
) 

δ          : Delta 

Ω         : Omega 

Ѱ         : Değişken (psi) 

℥          : Değişken (ksi) 

α          : katsayı (alfa) 

φ          : Değişken (fi) 

𝜙         : Değişken (fi) 

𝛾          : Değişken (gamma) 

ǁ.ǁ         : Norm 

𝑅𝑛       : n boyutlu Euclid uzayı 

𝐿𝑛(Ω)  : Değişken üslü Lebesgue uzayı 

𝑊𝑚,𝑝(Ω)  : Sobolev uzayı { 𝑣 |𝑣 , 𝑣′, … , 𝐷𝑚𝑣 ∈ 𝐿𝑝(Ω)}  

𝑢𝑥𝑥        : Kısmi türev 

𝑢𝑡𝑡         : Kısmi türev 

𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡     : Kısmi türev 

𝑢′         : u fonksiyonun 1. adi türevi                    

(𝑢, 𝑣)     : ∫ 𝑢𝑣𝑑𝑥
1

0
 (iç çarpım)                      
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BÖLÜM 1 

 

GİRİŞ 

 

Bu tez çalışmasında altıncı mertebeden bir lineer olmayan Sobolev tip kısmi 

diferansiyel denklem için başlangıç sınır değer probleminin çözümünün asimptotikliği 

incelenmiştir. Önce Enerji fonksiyonu elde edilmiştir. Sonra bu fonksiyon için ön 

değerlendirmeler elde edilmiştir. Daha sonra denklemin sağ tarafındaki fonksiyonun 

üzerine bazı şartlar getirerek uygun eşitsizlikleri kullanarak çözümün asimptotik 

olarak sönümlendiği gösterilmiştir. 

 

Tezin amacı: Verilen denkleme konulan başlangıç sınır değer probleminin çözümünün 

asimptotikliğinin incelenmesi. 

 

1.1. TANIMLAR 

 

Tanım    1.1:  Ω, 𝑅𝑛 de  ölçülebilir bir bölge , m negatif olmayan bir tamsayıdır.  1 ≤

𝑝 ≤ ∞ olmak üzere 

 

𝑤𝑚,𝑝(Ω) = { 𝑢 ∈ 𝐿𝑝(Ω) ∶ 𝐷𝛼𝑢 ∈ 𝐿𝑝(Ω)   , 0 ≤ |𝛼| ≤ 𝑚} 

 

Şeklinde tanımlanan uzaya Sobolev Uzayı denir [16]. 

 

Tanım   1.2:  

 

∆𝑢 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0 

 

denklemine Laplace denklemi denir.∆ Laplace operatörüdür.ve n=1,2,3 boyutlu 

gösterimi aşağıdaki gibi 
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 ∆=
𝜕2

𝜕𝑥2     ,   ∆=
𝜕2

𝜕𝑥2 +
𝜕2

𝜕𝑦2    ,  ∆=
𝜕2

𝜕𝑥2 +
𝜕2

𝜕𝑦2 +
𝜕2

𝜕𝑧2       (1.1) 

 

tanımlanır.                                                                         

                                                                                                                                   

Tanım  1.3: Ω, 𝑅𝑛 de ölçülebilir bir bölge , 1≤ 𝑝 ≤ ∞ olmak üzere 

 

𝐿𝑝(Ω) = {𝑢| ∫ |𝑢|𝑝𝑑𝑥 < ∞}
Ω

 

 

Bu uzayda norm aşağıdaki gibi tanımlanır [16]. 

 

||𝑢||𝐿𝑝(Ω) = (∫ |𝑢|𝑝𝑑𝑥)
Ω

1
𝑝

 

 

Tanım  1.4:  

 

𝐿[𝑢] = 𝑢(𝑛) + 𝑎1𝑢(𝑛−1) + ⋯ + 𝑎𝑛𝑢 = 𝑓(𝑥)    (1.2)  

 

denklemi için 

 

u(𝑡𝑜) = 𝑢0, u′(𝑡0)=𝑢1, … , 𝑢(𝑛−1)(𝑡0) = 𝑢𝑛−1    (1.3)  

 

şartını sağlayan  (1.2)-(1.3) problemine başlangıç değer problemi denir. 

 

Tanım 1.5: Eğer L[u]=𝑓(𝑥) denklemi 𝒟 = {𝑡 ≥ 0,   𝑥 ∈ Ω} bölgesinde verilmiş ise Ω 

sınırlı bölge olmak üzere (1.2) şartlarına ilave 

 

𝑢|𝜕Ω
= 𝜑(𝑥)   , 𝑥 ∈ 𝜕Ω , 𝑡 ≥ 0                                                                                        (1.4) 

 

Şartı da verilirse, (1.2)-(1.3)-(1.4) problemine başlangıç sınır değer problemi denir. 
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Tanım 1.6: (𝐻𝑆(𝑅𝑛) Sobolev uzayında gömülme) : s >
n

2
 ise Hs(Rn) ↪ C(Rn) 

olur.Yani ∀u ∈ Hs(Rn) için 

 

||u||C(Rn) ≤ c||u||Hs(Rn) 

 

Olacak şekilde c > 0 sayısı vardır [16]. 

 

Teorem 1.7: 𝑊𝑚,𝑝(𝛺) Banach uzayıdır [16]. 

 

Teorem 1.8: 1 ≤ 𝑝 < ∞ ve m negatif olmayan herhangi bir tam sayı olmak üzere  

 

𝑊0
𝑚,𝑝(𝑅𝑛) = 𝑊𝑚,𝑝(𝑅𝑛) 

 

dır [16]. 

 

Bazı Önemli Eşitsizlikler  

 

Tanım 1.9: (Young Eşitsizliği): a,b ≥ 0 ve p >1 için 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 olsun.  

 

Bu durumda  

 

𝑎. 𝑏 ≤    
𝑎𝑝

𝑝
+

𝑏𝑞

𝑞
     dir. 

 

İspat: 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑝−1 fonksiyonun grafiği 
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şeklindedir. 

 

𝑎𝑏 ≤ 𝐴 + 𝐵 

dır. 

 

𝐴 = ∫ 𝑦𝑑𝑥
𝑎

0

 

= ∫ 𝑥𝑝−1𝑑𝑥
𝑎

0

 

=
𝑎𝑝

𝑝
 

ve 

𝐵 = ∫ 𝑥𝑑𝑦
𝑏

0

 

= ∫ 𝑦𝑞−1𝑑𝑥
𝑏

0

 

=
𝑏𝑞

𝑞
 

 

dır. Böylece  

 

𝑎𝑏 ≤
𝑎𝑝

𝑝
+

𝑏𝑞

𝑞
 

 

olur [16]. 
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Tanım  1.10: (Hölder Eşitsizliği): 1 < 𝑝 < ∞ ve 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 olsun. Eğer u∈ 𝐿𝑝(Ω) ise 

bu durumda uv∈ 𝐿(Ω) ve 

 

||𝑢𝑣||1 ≤ ||𝑢||𝑝||𝑣||𝑞   dır. 

 

İspat: u ve v den biri veya her ikisi sıfır olduğunda eşitsizlik açıktır. 𝑢 ≠ 0 , 𝑣 ≠ 0 

olsun. Bu durumda  

 

. 𝑏 ≤    
𝒂𝒑

𝒑
+

𝒃𝒒

𝒒
 

 

Young eşitsizliğinde 

    

𝑎 =
|𝑢|

||𝑢||𝑝
  

𝑏 =
|𝑣|

||𝑣||𝑞
 

 

Alınırsa 

 

|𝑢|

||𝑢||𝑝
.

|𝑣|

||𝑣||𝑞
≤

(
|𝑢|

||𝑢||
𝑝

)

𝑝

𝑝
+

(
|𝑣|

||𝑣||
𝑞

)

𝑞

𝑞
 

=
|𝑢|𝑝

𝑝||𝑢||𝑝
𝑝 +

|𝑣|𝑞

𝑞||𝑣||𝑞
𝑞 

                                               

Olur. Buradan her iki tarafın Ω bölgesi üzerinde integrali alınırsa 

 

∫
|𝑢|

||𝑢||𝑝
.

|𝑣|

||𝑣||𝑞
𝑑𝑥 ≤ ∫ (

|𝑢|𝑝

𝑝||𝑢||𝑝
𝑝 +

|𝑣|𝑞

𝑞||𝑣||𝑞
𝑞 ) 𝑑𝑥

ΩΩ

 

 

Elde edilir. Buradan  
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1

||𝑢||𝑝||𝑣||𝑞
∫ |𝑢𝑣|𝑑𝑥

Ω

≤ ∫
|𝑢|𝑝

𝑝||𝑢||
𝑝

𝑝 𝑑𝑥
Ω

+ ∫
|𝑣|𝑞

𝑞||𝑣||𝑞
𝑞  dx

Ω

 

=
1

𝑝||𝑢||𝑝
𝑝 ∫ |𝑢|𝑝𝑑𝑥

Ω

+
1

𝑞||𝑣||𝑞
𝑞 ∫ |𝑣|𝑞𝑑𝑥

Ω

 

Olur. 

 

 ∫ |𝑢|𝑝𝑑𝑥 = ||𝑢||𝑝
𝑝

Ω
  ve ∫ |𝑣|𝑞𝑑𝑥

Ω
= ||𝑣||𝑞

𝑞
 olduğundan 

 

1

||𝑢||𝑝||𝑣||𝑞
∫ |𝑢𝑣|𝑑𝑥

Ω

≤
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 

dır. 

 

∫ |𝑢𝑣|𝑑𝑥 ≤ ||𝑢||𝑝||𝑣||𝑞
Ω

 

 

||𝑢𝑣||1 ≤ ||𝑢||𝑝||𝑣||𝑞 

bulunur [16]. 

 

Tanım   1.11: (Minkowski Eşitsizliği):  1 ≤ 𝑝 < ∞  olsun. Eğer u,v ∈  𝐿𝑝(Ω) ise bu 

durumda  

 

u + v ∈  𝐿𝑝(Ω) ve  

                                                      

||𝑢 + 𝑣 ||𝑝 ≤ ||𝑢||𝑝 + ||𝑣||𝑝  dır. 

 

İspat:  𝑝 = 1 ise 

||u + v||1 = ∫ |u + v|dx
Ω

≤ ∫ |𝑢|𝑑𝑥 + ∫ |𝑣|𝑑𝑥
ΩΩ

= ||𝑢||1 + ||𝑣||1 

dır. 

 

𝑝 > 1 ise 
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∫ |𝑢 + 𝑣|𝑝𝑑𝑥 = ∫ |𝑢 + 𝑣|𝑝−1. |𝑢 + 𝑣|𝑑𝑥
ΩΩ

 

≤ ∫ |𝑢 + 𝑣|𝑝−1. |𝑢|𝑑𝑥 + ∫ |𝑢 + 𝑣|𝑝−1. |𝑣|𝑑𝑥
ΩΩ

 

 

Yazılabilir. Şimdi eşitsizliğin sağ tarafındaki integraller için kestirimler elde edelim. 

Hölder eşitsizliğinden 

 

∫ |𝑢|. |𝑢 + 𝑣|𝑝−1𝑑𝑥 ≤ (∫ |𝑢|𝑝𝑑𝑥
Ω

)

1
𝑝

. (∫ |𝑢 + 𝑣|(𝑝−1)𝑞𝑑𝑥
Ω

)

1
𝑞

Ω

 

 

1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 den (𝑝 − 1)𝑞 = 𝑝 olduğundan  

 

∫ |𝑢|. |𝑢 + 𝑣|𝑝−1𝑑𝑥
Ω

≤  (∫ |𝑢|𝑝𝑑𝑥
Ω

)

1
𝑝

. (∫ |𝑢 + 𝑣|𝑝

Ω

)

1
𝑞

 

= ||𝑢||𝑝||𝑢 + 𝑣||𝑝

𝑝
𝑞
 

olur. Benzer şekilde 

 

∫ |𝑣|. |𝑢 + 𝑣|𝑝−1𝑑𝑥
Ω

≤  ||𝑣||𝑝||𝑢 + 𝑣||𝑝

𝑝
𝑞
 

dır. Bu ifadeler yerlerine yazılırsa  

 

∫ |𝑢 + 𝑣|𝑝𝑑𝑥
Ω

≤ ∫ |𝑢|. |𝑢 + 𝑣|𝑝−1𝑑𝑥
Ω

+ ∫ |𝑣|. |𝑢 + 𝑣|𝑝−1𝑑𝑥
Ω

 

≤ ||𝑢||𝑝||𝑢 + 𝑣||𝑝

𝑝
𝑞 + ||𝑣||𝑝||𝑢 + 𝑣||𝑝

𝑝
𝑞
 

= (||𝑢||
𝑝

+ ||𝑣||
𝑝

)||𝑢 + 𝑣||𝑝

𝑝
𝑞
 

||𝑢 + 𝑣||𝑝
𝑝 ≤ (||𝑢||

𝑝
+ ||𝑣||

𝑝
)||𝑢 + 𝑣||𝑝

𝑝
𝑞
 

olur. Buradan eşitsizlik ||𝑢 + 𝑣||𝑝

𝑝

𝑞
 ile bölünürse 
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||𝑢 + 𝑣||𝑝

𝑝−
𝑝
𝑞 ≤ (||𝑢||

𝑝
+ ||𝑣||

𝑝
) 

||𝑢 + 𝑣||𝑝 ≤ ||𝑢||
𝑝

+ ||𝑣||
𝑝
 

bulunur [16]. 

 

Tanım   1.12: (Gronwall Eşitsizliği (Diferansiyel Form)):  u(t), [ 0,T] aralığında negatif 

olmayan mutlak sürekli bir fonksiyon, 𝜙(𝑡) ve 𝜓(𝑡) negatif olmayan [0,T] üzerinde 

integrallenebilir fonksiyonlar olmak üzere, 

 

𝑢,(𝑡) ≤  𝜙(𝑡)𝑢(𝑡) + 𝜓(𝑡) 

 

Eşitsizliği sağlasın. Bu durumda 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 için  

 

𝑢(𝑡) ≤ 𝑒∫ 𝜙(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0 (𝑢(0) +  ∫ 𝜓(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

) 

yazılabilir. 

 

İspat:  

𝑑

𝑑𝑡
(𝑢(𝑡)𝑒− ∫ 𝜙(𝜏)𝑑𝜏

𝑡
0 ) = 𝑒− ∫ ϕ(τ)dτ

𝑡
0 (𝑢′ − 𝜙(𝑡)𝑢(𝑡)) 

≤ 𝑒− ∫ 𝜙(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0 . 𝜓(𝑡) 

yazılabilir.  

 

Buradan (0,t) aralığında integral alınırsa 

 

𝑢(𝑡)𝑒− ∫ 𝜙(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0 − 𝑢(0) ≤ ∫ 𝑒− ∫ 𝜙(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0 . 𝜓(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

 

𝑢(𝑡)𝑒− ∫ 𝜙(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0 ≤ 𝑢(0) + ∫ 𝑒− ∫ 𝜙(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0 . 𝜓(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

 

𝑢(𝑡) ≤ 𝑒∫ 𝜙(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0 (𝑢(0) + ∫ 𝑒− ∫ 𝜙(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0 . 𝜓(𝜏)𝑑𝜏)
𝑡

0

 

bulunur [16]. 
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Tanım   1.13: ( Gronwall Eşitsizliği ( İntegral Form)): 

 

i. 𝑣(𝑡) , hemen hemen her 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ve 𝐶1, 𝐶2 ≥ 0 sabitleri için  

 

𝑣(𝑡) ≤ 𝐶1 ∫ 𝑣(𝜏)𝑑𝜏 + 𝐶2

𝑡

0

 

 

İntegral eşitsizliğini sağlayan, negatif olmayan ve [0,T] üzerinde integrallenebilir 

fonksiyon olsun. Bu durumda          

              

𝑣(𝑡) ≤ 𝐶2(1 + 𝐶1𝑡𝑒𝐶1𝑡) 

olur. 

 

ii. Özel olarak         

                

𝑣(𝑡) ≤ 𝐶1 ∫ 𝑣(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

 

olur. 

 

İspat: 

i. 𝑢(𝑡) = ∫ 𝑣
𝑡

0
(𝜏)𝑑𝜏 olsun. Bu durumda 

 

𝑣(𝑡) ≤ 𝐶1 ∫ 𝑣(𝜏)𝑑𝜏 + 𝐶2

𝑡

0

 

 

Eşitsizliği  

 

𝑢′(𝑡) ≤ 𝐶1𝑢(𝑡) + 𝐶2 

 

Eşitsizliğine dönüşür. Gronwall eşitsizliğinin diferansiyel formundan  

 

𝑢(𝑡) ≤ 𝑒𝐶1𝑡(𝑢(0) + 𝐶2𝑡) = 𝐶2𝑡𝑒𝐶1𝑡 
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Yazılabilir. Böylece  

𝑣(𝑡) ≤ 𝐶1 ∫ 𝑣(𝜏)𝑑𝜏 + 𝐶2

𝑡

0

 

= 𝐶1𝑢(𝑡) + 𝐶2 

≤ 𝐶2(1 + 𝐶1𝑡𝑒𝐶1𝑡) 

Bulunur. 

 

ii. Önceki eşitsizlikte 𝐶2 = 0  alınırsa istenen bulunur [16]. 

 

Tanım  1.14: (Sobolev-Poincare Eşitsizliği):  2 ≤ 𝑞 < ∞  (𝑛 = 1,2)   ve 2 ≤ 𝑞 ≤
2𝑛

𝑛−2
   

 (𝑛 ≥ 3) olsun. Bu durumda 𝑢 ∈ 𝐻0
1(Ω) için 

 

||𝑢||𝑞 ≤ ||∇𝑢||2 

dır. Burada 𝑐 = 𝑐(Ω, 𝑝) dır. 

 

İspat:  Sobolev gömülme teoreminden 

 

𝑝 ≤ 𝑞 ≤ {

𝑛𝑝

𝑛 − 𝑚𝑝
         𝑛 > 𝑚𝑝

 +∞               𝑛 ≤ 𝑚𝑝
 

 

İçin 

 

𝑊0
𝑚,𝑝(Ω) ↪ 𝐿𝑞(Ω) 

 

dır. Buradan 𝑚 = 1 ve 𝑝 = 2 alınırsa  

 

2 ≤ 𝑞 ≤ {
2𝑛

𝑛 − 2
         𝑛 > 2

 +∞               𝑛 ≤ 2
 

 

İçin 

 

𝑊0
1,2(Ω) ↪ 𝐿𝑞(Ω) 
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yani  

 

||𝑢||𝑞 ≤ 𝐶||𝑢||𝑊0
1,2(Ω) 

olur. Ayrıca  

 

||𝑢||𝑊0
1,2(Ω) = ||∇𝑢||𝐿2(Ω) = ||∇𝑢|| 

olduğundan ispat tamamlanır [16]. 

 

Tanım 1.15: (İnterpolasyon Eşitsizliği): 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < 𝑟 ve 0 < 𝜃 < 1 için 
𝜃

𝑝
+

1−𝜃

𝑟
=

1

𝑞
  olsun. Eğer 𝑢 ∈ 𝐿𝑝(Ω) ∩ 𝐿𝑟(Ω) ise 𝑢 ∈ 𝐿𝑞(Ω) ve 

 

||𝑢||𝑞 ≤ ||𝑢||𝑝
𝜃||𝑢||𝑟

1−𝜃 

dır. 

 

İspat: 𝑠 =
𝑝

𝜃𝑞
 ve 

1

𝑠
+

1

𝑠′
= 1 olsun. Bu durumu s≥ 1 ve  

𝑠′ =
𝑠

𝑠 − 1
 

=

𝑝
𝜃𝑞

𝑝
𝜃𝑞 − 1

 

=
𝑝

𝑝 − 𝜃𝑞
 

dır. Ayrıca 
𝜃

𝑝
+

1−𝜃

𝑟
=

1

𝑞
⟹

𝑝

𝑝−𝜃𝑞
=

𝑟

(1−𝜃)𝑞
 olduğundan 

 

𝑠′ =
𝑠

𝑠 − 1
 

=
𝑟

(1 − 𝜃)𝑞
 

(𝑟 < ∞) olur.  
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Hölder eşitsizliği kullanılırsa  

 

||𝑢||𝑞
𝑞 = ∫ |𝑢|𝑞𝑑𝑥

Ω

 

= ∫ |𝑢|𝜃𝑞|𝑢|(1−𝜃)𝑞𝑑𝑥
Ω

 

≤ (∫ |𝑢|𝜃𝑞𝑠

Ω

𝑑𝑥)

1
𝑠

(∫ |𝑢|(1−𝜃)𝑞𝑠′𝑑𝑥
Ω

)

1
𝑠′

 

= ||𝑢||𝑝
𝜃𝑞

||𝑢||𝑟
(1−𝜃)𝑞

 

olur. Burada her tarafın 
1

𝑞
.  kuvveti alınırsa   

 

||𝑢||𝑞 ≤ ||𝑢||𝑝
𝜃||𝑢||𝑟

1−𝜃 

bulunur [16]. 
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BÖLÜM 2 

 

LİTERATÜR ÇALIŞMASI 

 

1980 yılında Webb [6] tarafından bakılan 

 

 𝑤𝑡𝑡 − 𝛼Δ𝑤𝑡 − Δ𝑤 = 𝑓(𝑤)   , t >  0                                                                              (2.1) 

 

w(x, 0) =  ϕ(x) ,      𝑥 ∈ Ω                                                                                                 (2.2) 

 

 𝑤𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥)   , 𝑥 ∈ Ω                                                                                                  (2.3) 

 

𝑤(𝑥, 0) = 0 , 𝑥 ∈ 𝜕Ω    , 𝑡 ≥ 0                                                                                           (2.4) 

 

(2.1)-(2.4) lineer olmayan başlangıç sınır değer probleminin çözümünün varlığı ve 

tekliği ile beraber t→ ∞ daki davranışları incelenmiştir.  

 

Mitsuhiro ve Kosuke,  dağıtıcı terimli tipik yarı lineer dalga denklemi için  

 

𝑢𝑡𝑡 − ∆𝑢 + 𝑢𝑡 − |𝑢|𝑝𝑢 = 0,      𝑅𝑁𝑥[0, ∞)                                                                    (2.5) 

 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥)                                                                          (2.6) 

 

 (2.5)-(2.6) Cauchy probleminin çözümünün varlığını incelemişlerdir [11]. 

 

Shubin ve Guowang , çok boyutlu genelleştirilmiş IMBq denklemine konulan Cauchy 

problemi için 

 

𝑢𝑡𝑡 − ∆𝑢𝑡𝑡 − ∆𝑢 = ∆𝑓(𝑢),     (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑅𝑛 𝑥 (0, ∞)                                                      (2.7) 
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𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0 (𝑥),           𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥),     𝑥 ∈ 𝑅𝑛                                                  (2.8) 

 

(2.7)-(2.8) başlangıç değer probleminin çözümünün varlığını ve tekliğini 

incelemişlerdir ve genelleştirilmiş IMBq denklemine konulan Cauchy problemi için 

global çözümlerinin var olmadığını kanıtlamışlardır [21]. 

                                                               

Xu , Zhao ve Shen, dördüncü dereceden dalga denklemine konulan 

 

𝑢𝑡𝑡 − Δ𝑢 − Δ𝑢𝑡 − Δ𝑢𝑡𝑡 = 𝑓(𝑢), 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0                                              (2.9) 

 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),  𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥),                     𝑥 ∈ Ω                                             (2.10) 

 

𝑢|𝜕Ω = 0                                                                                                                             (2.11) 

 

(2.9)-(2.11) başlangıç sınır değer problemini dağılımlı ve dağıtıcı terimlerle 

incelemişlerdir. Çarpan yöntemi kullanılarak, lineer olmayan terime ilişkin zayıf 

koşullar altında, problemin global çözümünün, zaman sonsuza yaklaştıkça üstel olarak 

sıfıra yakınsadığını kanıtlamışlardır [17].            

                                                                                                                 

Xu ve Yacheng, sönümlü lineer olmayan dalga denklemi için 

 

𝑢𝑡𝑡 − 𝛼Δ𝑢𝑡 − Δ𝑢 = 𝑓(𝑢),          𝛼 > 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0                                                 (2.12) 

 

 𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),  𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥),                     𝑥 ∈ Ω                                            (2.13) 

 

𝑢|𝜕Ω = 0                                                                                                                             (2.14) 

 

(2.12)-(2.14) başlangıç sınır değer problemini incelemişlerdir. Genelleştirilmiş 

integral tahmin yöntemleri kullanılarak, lineer olmayan terimlerle ilgili zayıf koşullar 

altında t zamanı sonsuza yaklaştıkça çözümlerin üstel olarak sıfıra yakınsadığını 

kanıtlamışlardır [18]. 
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Polat ve Kaya dağıtıcı ve dağılımlı terimler ile birlikte lineer olmayan dalga denklem 

sınıfı için 

 

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 − 𝜆𝑢𝑥𝑥𝑡 + 𝑢 = 𝜎(𝑢𝑥)𝑥             , (𝑥, 𝑡) ∈ (0, 𝑡)𝑥(0, 𝑡)                  (2.15) 

 

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0                                          , 𝑡 ≥ 0                                                 (2.16) 

 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥)          , 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥)           , 𝑥 ∈ [0,1]                                       (2.17) 

 

(2.15)-(2.17) başlangıç değer probleminin hem global hem de lokal olarak asimptotik 

davranışları ve patlamalı çözümleri ele almışlardır. Lineer olmayan terimler ve 

başlangıç verileri üzerindeki zayıf koşullar altında problemin tek çözümü olduğunu 

global çözümlerin sürekliliğini ve     𝑡 → ∞’a giderken çözümün üstel olarak sıfıra 

yaklaşıp yok olabileceğini incelemişlerdir. [14]. 

 

Hui ve Yuzhu, 

 

𝑢𝑡𝑡 − ∆𝑢 − ∆𝑢𝑡 + 𝑢𝑡 = 𝑓(𝑢),       𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0                                                          (2.18) 

 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 0,                                    𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 > 0                                                          (2.19)  

 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),      𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥),      𝑥 ∈ Ω                                                       (2.20) 

 

 lineer olmayan kuvvetli sönümlü dalga denklemiyle birlikte yarı lineer dalga 

denklemini ele almışlardır. Bunun sonucunda yeni inşaa edilmiş bir fonksiyon ve 

içbükeylik argümenti yardımıyla, bu problem için genel bir sonlu zaman patlaması 

kriteri oluşturmuşlardır [10]. 

                                                           

Xiangying ve Guowang, dördüncü dereceden lineer olmayan bir evrim denklemi için 

 

𝑢𝑡𝑡 − 𝑎1𝑢𝑥𝑥 − 𝑎2𝑢𝑥𝑥𝑡 − 𝑎3𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 = 𝜑(𝑢𝑥)𝑥, 𝑥 ∈ (0,1), 𝑡 > 0                              (2.21)    

 

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0,    𝑡 ≥ 0                                                                                        (2.22) 
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𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),     𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥),   𝑥 ∈ [0, 𝑡]                                                      (2.23) 

                          

(2.21)-(2.23) başlangıç–sınır değer probleminin çözümünün asimptotik davranışını 

incelemişlerdir [23]. 

                                                                   

Gür ve Güleç, aşağıdaki dördüncü dereceden lineer olmayan dalga denkleminin 

 

𝑢𝑡𝑡 − 𝛼1Δ𝑢 − 𝛽1Δ𝑢𝑡 − 𝛾1Δ𝑢𝑡𝑡 = 𝑓(𝑢)                                                                        (2.24) 

 

 𝑢(𝑥, 0) = 0 , 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0                                                                                      (2.25) 

 

 𝑢|𝜕Ω
                                                                                                                                      (2.26) 

 

(2.24)-(2.26) problemi için ön değerlendirmeler yapıldıktan sonra problemin 

çözümünün 𝐻1(Ω) deki  𝛼, 𝛽 ve 𝛾 katsayılarına sürekli bağlı olduğu kanıtlamışlardır 

[7]. 

 

Amin ve Hamideh, akışkan bir  sıvı da çift yönlü yüzey dalgalarını modelleyen bir 

evrim denklemi için 

 

𝑢𝑡𝑡 − ∆𝑢 + ∆2𝑢 + 𝛼Δ𝑢𝑡 + 𝛾Δ2𝑢𝑡 = Δ (𝛽(𝑓(𝑢𝑡)) + 𝑔(𝑢)) , 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑡 > 0       (2.27) 

 

𝑢(0) = 𝑢0(𝑥),    𝑢𝑡(0) = 𝑢1(𝑥),        𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑡 > 0                                          (2.28) 

 

(2.27)-(2.28) Cauchy problemini ele almışlardır. Başlangıç değeri üzerindeki zayıf 

koşullar altında, bazı zaman ağırlıklı uzaylarda global çözümlerin varlığı ve asimptotik 

davranışı daralma dönüşümü ile elde etmişlerdir [4].                                                                         

 

Stephane ve  Belkacem, Kelvin-Voigt sönümü ile ilgili dinamik sınır koşulları ve çok 

boyutlu dalga denklemi incelemişlerdir. 

 

𝑢𝑡𝑡 − ∆𝑢 − 𝛼Δ𝑢𝑡 = |𝑢|𝑝−2𝑢,         𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0                                                 (2.29) 



17 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 0, 𝑥 ∈ Γ0   ,       𝑡 > 0                                                                                      (2.30)    

 

𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) = −𝑎 [
𝜕𝑢

𝜕𝑣
(𝑥, 𝑡) +

𝛼𝜕𝑢𝑡

𝜕𝑣
(𝑥, 𝑡) + 𝑟|𝑢𝑡|𝑚−2𝑢𝑡(𝑥, 𝑡)] , 𝑥 ∈ Γ1, 𝑡 > 0      (2.31) 

 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),   𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥),          𝑥 ∈ Ω                                                       (2.32)       

 

Kararlı bir kümede çözümlerin varlığı ve kararlılığı kanıtlanmıştır. Kararsız kümede 

başlangıç verileriyle ve lineer dinamik sınır koşulları ile birlikte (2.29)-(2.32) 

problemin çözümü için patlama elde etmişlerdir [22]. 

 

Polat ve Pişkin, genelleştirilmiş sönümlü çift dağılım denklemi için  

 

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝛼𝑢𝑥𝑥𝑡 = 𝑔(𝑢)𝑥𝑥,   𝑥 ∈ 𝑅, 𝑡 > 0                                (2.33) 

 

 𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥),      𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥)                                                                            (2.34) 

 

 (2.33)-(2.34) Cauchy problemini incelemişlerdir. Çarpan yöntemi kullanılarak, lineer 

olmayan terimle ilgili çok basit ve zayıf koşullar altında,  yaklaştıkça problemin 

çözümünün sıfıra yakınsadığını kanıtlamışlardır [13]. 

                      

Polat ve Pişkin, genelleştirilmiş sönümlü çok boyutlu Boussinesq denklemi için 

 

                         (2.34) 

 

                                                       (2.35) 

 

(2.34)-(2.35) Cauchy problemini incelemişlerdir. Bir çarpan yöntemi kullanılarak, 

lineer olmayan terimle ilgili çok basit ve zayıf  koşullar altında,  yaklaştıkça 

problemin çözümünün sıfıra yakınsadığını kanıtlamışlardır [12]. 

 

Yinxia ve Hengujan, Genelleştirilmiş sönümlü Boussinesq denklemi için 
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𝑢𝑡𝑡 − ∆𝑢 − 2𝑏∆𝑢𝑡 + 𝛼Δ2𝑢 = Δ𝑓(𝑢), 𝑡 > 0                                                       (2.36) 

 

𝑡: 0 𝑢 = 𝑢0(𝑥),           𝑢𝑡 = 𝑢1(𝑥)                                                                                   (2.37) 

 

(2.36)-(2.37) Cauchy problemini incelemişlerdir. Başlangıç değerindeki zayıf koşul 

altında, tüm uzay boyutları için çözümlerin global varlığını ve optimal bozulma 

tahminini kanıtlamışlardır. Ayrıca, zaman sonsuza doğru giderken çözümün lineer 

çözüme yaklaştırılabileceği gösterilmiştir [25].                                           

 

 Xu ve Yanbing, lineer olmayan dördüncü mertebeden dağılımlı-dağıtıcı dalga 

denkleminin  

 

𝑢𝑡𝑡 − ∆𝑢 − ∆𝑢𝑡 − ∆𝑢𝑡𝑡 + 𝑢𝑡 = |𝑢|𝑝−1𝑢,      Ω𝑥(0, ∞)                                             (2.38) 

 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 0,    𝑥 ∈ 𝜕Ω,   𝑡 > 0                                                                                         (2.39) 

 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),    𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥),   𝑥 ∈ Ω                                                            (2.40) 

 

(2.38)-(2.40) başlangıç sınır değeri problemini araştırmışlardır. İç bükeylik yöntemi 

kullanılarak keyfi pozitif başlangıç enerjisine sahip belli çözümler için patlama elde 

etmişlerdir [19]. 

 

 Xu ve Yanbing, dördüncü dereceden güçlü sönümlü lineer olmayan dalga denklemleri 

sınıfı için  

 

𝑢𝑡𝑡 − ∆𝑢 + ∆2𝑢 − 𝛼Δ𝑢𝑡 = 𝑓(𝑢)         ,       𝑥 ∈ Ω,    𝑡 > 0                                          (2.41) 

 

                                                   (2.42) 

 

                                                      (2.43) 
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(2.41)-(2.43) Başlangıç sınır değer problemini incelemişlerdir. Potansiyel kuyu 

ailesini tanıtarak F(u)’da bazı zayıf  koşullar altında çözümün asimptotik davranışı ve 

varlığı kanıtlamışlardır [20]. 

 

Yuzhu, genelleştirilmiş Boussinesq denklemi için  

 

𝑢𝑡𝑡 − 𝑎Δ𝑢𝑡𝑡 − 2𝑏∆𝑢𝑡 − 𝛼Δ3𝑢 + 𝛽Δ2𝑢 − Δ𝑢 = Δ𝑓(𝑢),      𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑡 > 0           (2.44) 

 

𝑡: 0,   𝑢 = 𝑢0(𝑥),       𝑢𝑡 = 𝑢1(𝑥),    𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑡 > 0                                             (2.45) 

 

(2.44)-(2.45) Cauchy probleminin global çözümünün varlığını ve tekliğini elde 

etmiştir. Bazı varsayımlar altında, genelleştirilmiş Boussinesq denklemi için Cauchy 

probleminin zayıf çözümünün 𝐿∞ normunda, t sonsuza giderken sıfıra yakınsadığı 

kanıtlamıştır [24]. 

 

Polat ve Pişkin, çok boyutlu genelleştirilmiş Boussinesq tipi denklemi için  

 

𝑢𝑡𝑡 − ∆𝑢 − 𝑎∆𝑢𝑡𝑡 + ∆2𝑢 + ∆2𝑢𝑡𝑡 − 𝑘∆𝑢𝑡 = ∆𝑓(𝑢)   , (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑅𝑛𝑥(0, ∞)         (2.46) 

 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥)       ,   𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥)                                ,            𝑥 ∈ 𝑅𝑛            (2.47) 

 

(2.46)-(2.47) Cauchy probleminin çözümleri sönümlü terimlerle birlikte zaman içinde 

hem lokal hem de global olarak varoluşu ve global varoluşsuzluğuyla  asimptotik 

davranışlarını ele almışlardır [15]. 

 

Huafei ve Shang, aşağıdaki lineer olmayan sönümlü terimler ve kaynak terimlerle 

birlikte çift dağılımlı -dağıtıcı dalga denkleminin  

 

𝑢𝑡𝑡 − ∆𝑢 − ∆𝑢𝑡 + ∆2𝑢 − ∆𝑢𝑡𝑡 + 𝑎|𝑢𝑡|𝑚−2𝑢𝑡 = 𝑏|𝑢|𝑝−2𝑢, 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0            (2.48) 

 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),       𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥),     𝑥 ∈ Ω                                                        (2.49) 
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𝑢 = 0,   
𝜕𝑢

𝜕𝑣
= 0,    𝑥 ∈ 𝜕Ω,      𝑡 > 0                                                                             (2.50) 

 

(2.48)-(2.50) Başlangıç sınır değer problemini ele almışlardır.  Galerkin yöntemiyle 

monoton kompaktlık yönteminin birleşmesiyle en az tahminle global çözümlerin 

varlığı elde etmişlerdir. Ayrıca bazı varsayımlar altında global çözümlerin asimptotik 

davranışlarını da araştırmışlardır [9]. 

 

Gür ve Güleç , lineer olmayan kuvvetli sönümlü bir dalga denklemi için başlangıç-

sınır değeri problemi ele alınmışlardır. 

 

𝑢𝑡𝑡 − ∆𝑢 + 𝛽|𝑢𝑡|2𝑢𝑡 = 𝛼Δ𝑢𝑡,     𝑥 ∈ Ω,       𝑡 > 0,                                                     (2.51) 

 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),    𝑢𝑡(𝑥) = 𝑢1(𝑥),     𝑥 ∈ Ω                                                               (2.52) 

 

𝑢 = 0,    𝑥 ∈ 𝜕Ω,          𝑡 > 0                                                                                           (2.53) 

 

𝐻1(Ω) deki 𝛼, 𝛽 katsayılarına sürekli bağlılığı ve lineer olmayan kuvvetli sönümlü 

dalga denkleminin çözümünün kararlılığı incelenmiştir [8]. 

                                                 

Gür ve Bayraktar ,sönümlü lineer olmayan geliştirilmiş Boussinesq denklemi için  

 

𝑢𝑡𝑡 − 𝑏∆𝑢 − 𝛿Δ𝑢𝑡𝑡 − 𝑟Δ𝑢𝑡 = Δ𝑓(𝑢),                       (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑥[0, 𝑇]                    (2.54) 

 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),    𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥),            𝑥 ∈ Ω ⊂ 𝑅𝑛(𝑛 ≥ 3)                         (2.55) 

 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 0 ,   (𝑥, 𝑡) ∈ 𝜕Ω𝑥[0, 𝑇],                                     𝑇 > 0                                 (2.56) 

 

(2.54)-(2.56) başlangıç sınır değer problemini incelemişlerdir. Problemin başlangıç 

verileri ve katsayıları göz önünde bulundurularak  denklemin çözümleri için a prior 

değerlendirmeler yapılmıştır. Çözümlerin 𝛿,b ve r katsayılarındaki sürekli bağımlılığı 

çarpan yöntemiyle elde etmişlerdir [5].          
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Amirov ve Anutgan, 

 

𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥 + 𝛼2𝑢𝑥𝑥 − 𝛽2((𝑞(𝑢))𝑡𝑡 = 𝑓(𝑥, 𝑡) 

 

Burada, q(𝜉) sürekli bir fonksiyondur. Böyle bir denklem için sınır-değer probleminin 

çözülebilirliği [1]. makalede ispatlanmıştır. Bahsedilen çalışmadaki q(𝜉) fonksiyonuna 

belli şartlar yüklenerek farklı sınır-değer problemleri için çözümlerin varlık ve teklik 

teoremleri elde etmişlerdir. Bu çalışmanın devamı olarak, denklem için konulan sınır-

değer probleminin yaklaşık çözümü ve belli şartlar dahilinde çözümün dayanıklılığını 

araştırmışlardır. [2]. Ek olarak, aynı tip denklem için q(𝜉) durumunda polinom 

fonksiyon ve tanh yöntemleri kullanarak solitary dalga çözümlerini elde edilmiştir [3]. 

 

Bu tez aşamasında aşağıda verilen altıncı dereceden lineer olmayan Sobolev tip kısmi 

diferansiyel denklem için başlangıç sınır değer problemini inceleyeceğiz. 

 

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑥𝑥𝑡 − 𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑓(𝑢)  ,   𝑥 ∈ (0,1) , 𝑡 ≥ 0   (2.57) 

 

Burada 𝑓(𝑠) lineer olmayan bir fonksiyondur. (2.57) de ön  değerlendirmeler yaparak 

lineer olmayan terimle ilgili çok basit ve genel bir varsayım altında, t zamanı sonsuza 

yaklaştığında problemin çözümünün üstel olarak sıfıra yakınsadığını kanıtlayacağız. 
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BÖLÜM 3 

 

BİR SOBOLEV TİP DENKLEM İÇİN BAŞLANGIÇ SINIR DEĞER 

PROBLEMİNİN ÇÖZÜMÜNÜN ASİMPTOTİK DAVRANIŞI 

 

Bu çalışmada aşağıdaki altıncı mertebeden bir lineer olmayan Sobolev tip kısmi 

diferansiyel denklem için başlangıç sınır değer probleminin 

 

𝑢𝑡𝑡 − ∆𝑢 − ∆𝑢𝑡 − ∆𝑢𝑡𝑡 − ∆3𝑢 = 𝑓(𝑢)  , 𝑥 ∈ (0,1)  , 𝑡 ≥ 0                                       (3.1)   

 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥)  ,      𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥)  ,                 𝑥 ∈ [0,1]                                     (3.2) 

 

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0  , 𝑡 ≥ 0                                                                                  (3.3) 

 

(3.2) başlangıç , (3.3) sınır şartlarını sağlayan çözümün asimptotik davranışlarını 

inceleyeceğiz. Burada u(x,t) aranan fonksiyonu , 𝑓(𝑠) lineer olmayan bir fonksiyon ve 

𝑢0(𝑥) , 𝑢1(𝑥) başlangıç verileridir. 

 

Teorem   3.1.:  Varsayalım ki 

 

 0 ≤ −𝐹(𝑢) ≤ −𝑓(𝑢)𝑢       ∀𝑢 ∈ 𝑅 ,       𝐹(𝑢) = ∫ f(s)ds.
u

0
 

 

u ,(3.1)-(3.3) probleminin çözümü olsun. O zaman C ve 𝜆 pozitif sabitleri için 

 

E(t) ≤ CE(0)e−λt                     0 ≤ 𝑡 < ∞                                                                       (3.4) 

 

eşitsizliği doğrudur. 
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Burada   

 

𝐸(𝑡) =
||𝑢𝑡||2

2
+

||∇𝑢||2

2
+

||∇u𝑡||2

2
+

||∇3𝑢||²

2
− ∫ 𝐹(𝑢)𝑑𝑥

1

0

                                (3.5) 

Enerji fonksiyonudur. 

 

İspat:  (3.1) denklemini 𝑢𝑡 ile skaler çarpıp 0’dan 1’e kadar integralleyelim  

 

∫ 𝑢𝑡𝑡𝑢𝑡𝑑𝑥 − ∫ 𝑢𝑥𝑥𝑢𝑡𝑑𝑥
1

0

− ∫ 𝑢𝑥𝑥𝑡𝑢𝑡𝑑𝑥 − ∫ 𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡𝑢𝑡𝑑𝑥
1

0

1

0

1

0

− ∫ 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑢𝑡𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑢)𝑢𝑡𝑑𝑥
1

0

1

0

 

 

Şimdi kısmi integrasyon formülü kullanırsak 

 

𝑑

2𝑑𝑡
||𝑢𝑡||

2
+

𝑑

2𝑑𝑡
||𝑢𝑥||

2
+ ||𝑢𝑥𝑡||

2
+

𝑑

2𝑑𝑡
||𝑢𝑥𝑡||

2
+

𝑑

2𝑑𝑡
||∇3𝑢||

2

−
𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝐹(𝑢)𝑑𝑥 = 0

1

0

 

 

𝑑

𝑑𝑡
(
||𝑢𝑡||²

2
+

||∇𝑢||²

2
+

||∇𝑢𝑡||²

2
+

||∇3𝑢||²

2
− ∫ 𝐹(𝑢)𝑑𝑥) + ||𝑢𝑥𝑡||2 = 0           (3.6)

1

0

 

eşitliği elde ederiz. 

 

 (3.6)’yı (3.5) te yerine yazarsak:  

 

𝑑

𝑑𝑡
𝐸(𝑡) + ||∇u𝑡||

2
= 0                                                                                                       (3.7) 

 

elde ederiz. 

 

(3.7) eşitsizliğini 𝛿 > 0 olmak şartıyla 𝑒𝛿𝑡 ile çarpalım: 
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𝑒𝛿𝑡
𝑑

𝑑𝑡
𝐸(𝑡) + 𝑒𝛿𝑡||∇𝑢𝑡||

2
= 0  

 

Bu eşitliği aşağıdaki gibi yazabiliriz. 

 

𝑑

𝑑𝑡
(𝑒𝛿𝑡𝐸(𝑡)) + 𝑒𝛿𝑡||∇𝑢𝑡||

2
= 𝛿𝑒𝛿𝑡𝐸(𝑡)   (3.8) 

 

(3.8) denklemini 0’dan t’ye kadar integrallersek 

                                                                        

 ∫  
𝑑

𝑑𝜏
(𝑒𝛿𝜏𝐸(𝜏)) 𝑑𝜏

𝑡 

0
+ ∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢𝜏||

2
𝑑𝜏 = 𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏𝐸(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

𝑡

0
 

 

𝑒𝛿𝑡𝐸(𝑡) − 𝐸(0) + ∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢𝜏||
2

𝑑𝜏 = 𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏𝐸(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

𝑡

0

 

 

𝑒𝛿𝑡𝐸(𝑡) + ∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢𝜏||
2

𝑑𝜏 = 𝐸(0) + 𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏𝐸(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

𝑡

0

 

                                                                        

elde ederiz. Eşitliğin sağ tarafındaki integralde E(t) yerine (3.5)’i kullanırsak   

 

𝑒𝛿𝑡𝐸(𝑡) + ∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢𝜏||²𝑑𝜏
𝑡

0

= 𝐸(0)

+ 𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏(
||𝑢𝜏||2

2
+

||∇𝑢||2

2
+

||∇u𝜏||2

2
+

||∇3𝑢||²

2
− ∫ 𝐹(𝑢)𝑑𝑥

1

0

)𝑑𝜏
𝑡

0

 

 

= 𝐸(0) + 𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏 (
||𝑢𝜏||2

2
+

||∇𝑢||2

2
+

||∇u𝜏||2

2
)

𝑡

0

+ 𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏 (
||∇3𝑢||

2

2
− ∫ 𝐹(𝑢)𝑑𝑥

1

0

) 𝑑𝜏                                            (3.9)
𝑡

0

 

elde ederiz. 
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Teorem 1’in şartlarını dikkate alarak (3.9)’da ki son integrali değerlendirelim 

 

||∇3𝑢||
2

2
− ∫ 𝐹(𝑢)𝑑𝑥

1

0

≤
||∇3𝑢||

2

2
− ∫ 𝑓(𝑢)𝑢𝑑𝑥

1

0

     

 

𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏 (
||∇3𝑢||

2

2
− ∫ 𝐹(𝑢)𝑑𝑥

1

0

) 𝑑𝜏
𝑡

0

≤ 𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏 (
||∇3𝑢||

2

2
− ∫ 𝑓(𝑢)𝑢𝑑𝑥

1

0

) 𝑑𝜏
𝑡

0

                                       (3.10) 

 

Bu eşitsizlikte görüldüğü gibi , eşitsizliğin sağ tarafındaki integraldeki  ∫ 𝑓(𝑢)𝑢𝑑𝑥
1

0
 

ifadesindeki 𝑓(𝑢) yerine (3.1) denkleminin sol tarafını yazarsak                                                                             

 

∫ 𝑒𝛿𝜏 (
||∇3𝑢||

2

2
− ∫ 𝐹(𝑢)𝑑𝑥

1

0

) 𝑑𝜏
𝑡

0

≤ ∫ 𝑒𝛿𝜏 (
||∇3𝑢||

2

2
− ||∇3𝑢||

2
− (𝑢𝜏𝜏𝑢) − ||∇𝑢||

2
−

𝑑

2𝑑𝜏
||∇𝑢||

2
𝑡

0

− (∇u𝜏𝜏∇𝑢) ) 𝑑𝜏 

= ∫ 𝑒𝛿𝜏 (−
||∇3𝑢||

2

2
− (𝑢𝜏𝜏𝑢) − ||∇𝑢||

2
−

𝑑

2𝑑𝜏
||∇𝑢||

2
− (∇u𝜏𝜏∇𝑢) ) 𝑑𝜏

𝑡

0

      (3.11) 

elde ederiz.       

                                                            

(3.11)’in sağ tarafından  

 

−
||∇3𝑢||

2

2
 𝑣𝑒 − ||∇𝑢||

2
  

 

gibi kesin negatif olan terimleri atarsak (3.11) aşağıdaki eşitsizliğe dönüşür. 



26 

𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏 (
||∇3𝑢||

2

2
− ∫ 𝐹(𝑢)𝑑𝑥

1

0

) 𝑑𝜏
𝑡

0

≤ 𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏 (−(𝑢𝜏𝜏𝑢) −
𝑑

2𝑑𝜏
||∇𝑢||

2
− (∇u𝜏𝜏𝑢) ) 𝑑𝜏  

𝑡

0

                 (3.12) 

 

(3.12) eşitsizliğin sağ tarafındaki terimleri sırasıyla değerlendirelim:  

Önce 

 

−𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏(𝑢𝜏𝜏𝑢
𝑡

0

)𝑑𝜏  

 

İntegraline bakalım: 

 

Bunun için aşağıdaki ifadeyi inceleyelim 

 

−
𝑑

𝑑𝑡
(∫ 𝑒𝛿𝜏(𝑢𝜏𝑢

𝑡

0

)𝑑𝜏) = −𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏(𝑢𝜏𝑢)𝑑𝜏 − ∫ 𝑒𝛿𝜏(𝑢𝜏𝜏𝑢)𝑑𝜏 −
𝑡

0

∫ 𝑒𝛿𝜏||𝑢𝜏||²𝑑𝜏
𝑡

0

𝑡

0

 

 

−𝑒𝛿𝑡(𝑢𝑡𝑢) + (𝑢1𝑢0) = −𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏(𝑢𝜏𝑢)𝑑𝜏 − ∫ 𝑒𝛿𝜏(𝑢𝜏𝜏𝑢)𝑑𝜏 −
𝑡

0

𝑡

0

∫ 𝑒𝛿𝜏||𝑢𝜏||²
𝑡

0

𝑑𝜏 

 

Şimdi elde ettiğimiz eşitliğin her iki tarafını 𝛿  , (𝛿 > 0) ile çarpalım ve istenen 

integrali yalnız bırakırsak 

 

−𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏(𝑢𝜏𝜏𝑢)𝑑𝜏
𝑡

0

= −𝛿𝑒𝛿𝑡(𝑢𝑡𝑢) + 𝛿(𝑢1𝑢0) + 𝛿² ∫ 𝑒𝛿𝜏(𝑢𝜏𝑢
𝑡

0

)𝑑𝜏 + 𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏||𝑢𝜏||
2

𝑡

0

𝑑𝜏 

eşitliği elde ederiz.                       

                                   

Bu eşitlikte son terim hariç geri kalan terimlere Young eşitsizliği uygularsak aşağıdaki 

eşitsizliği elde ederiz.  
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−𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏(𝑢𝜏𝜏𝑢)𝑑𝜏
𝑡

0

≤
𝛿

2
𝑒𝛿𝑡 (||𝑢𝑡||

2
+ ||𝑢||

2
) +

𝛿

2
(||𝑢1||

2
+ ||𝑢0||

2
)

+
𝛿2

2
∫ 𝑒𝛿𝜏 (||𝑢𝜏||

2
+ ||𝑢||

2
) 𝑑𝜏 + 𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏||𝑢𝜏||

2
𝑑𝜏

𝑡

0

𝑡

0

                (3.13) 

 

Şimdi aşağıdaki integrale bakalım 

 

−𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏
𝑑

2𝑑𝜏
||∇𝑢||

2
𝑑𝜏

𝑡

0

 

 

Bunun için aşağıdaki ifadeyi inceleyelim: 

 

− ∫
𝑑

2𝑑𝜏
(𝑒𝛿𝜏||∇𝑢||

2
) 𝑑𝜏

𝑡

0

= −
𝛿

2
∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢||

2
𝑑𝜏 − ∫ 𝑒𝛿𝜏

𝑑

2𝑑𝜏
||∇u||²dτ

𝑡

0

𝑡

0

 

 

−
1

2
𝑒𝛿𝑡||∇𝑢||

2
+

1

2
||∇u0||

2
= −

𝛿

2
∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢||

2
𝑑𝜏 − ∫ 𝑒𝛿𝜏

𝑑

2𝑑𝜏
||∇u||²dτ

𝑡

0

𝑡

0

 

 

Şimdi elde ettiğimiz eşitliğin her iki tarafını 𝛿  , (𝛿 > 0) ile çarpalım ve istenen 

integrali yalnız bırakırsak 

 

         −𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏
𝑑

2𝑑𝜏
||∇u||

2
dτ =

𝑡

0

−
𝛿

2
𝑒𝛿𝑡||∇𝑢||

2
+

𝛿

2
||∇u0||

2
+

𝛿²

2
∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢||

2
𝑑𝜏

𝑡

0

 

 

eşitliği elde ederiz. 

 

Yukarıdaki eşitlikte kesin negatif olan terimi atarsak  

 

 −𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏
𝑑

2𝑑𝜏
||∇u||

2
dτ   

𝑡

0

 ≤
𝛿

2
||∇u0||

2
+

𝛿2

2
∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢||

2
𝑑𝜏

𝑡

0

                           (3.14) 

 

eşitsizliğini elde ederiz. Son olarak aşağıdaki integrale bakalım: 
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−𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏(∇𝑢𝜏𝜏∇𝑢)𝑑𝜏
𝑡

0

  

 

Bunun için aşağıdaki ifadeyi inceleyelim: 

 

−
𝑑

𝑑𝑡
(∫ 𝑒𝛿𝜏(∇u𝜏∇𝑢)𝑑𝜏)

𝑡

0

= −𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏(∇𝑢𝜏∇𝑢)𝑑𝜏 − ∫ (∇𝑢𝜏𝜏∇𝑢)𝑑𝜏
𝑡

0

𝑡

0

− ∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢𝜏||²𝑑𝜏
𝑡

0

 

−𝑒𝛿𝑡(∇𝑢𝑡∇𝑢) + (∇𝑢1∇𝑢0)

= −𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏(∇𝑢𝜏∇𝑢)𝑑𝜏 − ∫ (∇𝑢𝜏𝜏∇𝑢)𝑑𝜏 − ∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢𝜏||²𝑑𝜏
𝑡

0

𝑡

0

𝑡

0

 

 

Şimdi elde ettiğimiz eşitliğin her iki tarafını 𝛿  , (𝛿 > 0) ile çarpalım ve istenen 

integrali yalnız bırakırsak 

                                                                                                                                                                     

−𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏(∇𝑢𝜏𝜏∇𝑢
𝑡

0

)

= −𝛿𝑒𝛿𝑡(∇𝑢𝑡∇𝑢) + 𝛿(∇𝑢1∇𝑢0)

+ 𝛿² ∫ 𝑒𝛿𝜏((∇𝑢𝜏∇𝑢)𝑑𝜏 + 𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢𝜏||²𝑑𝜏
𝑡

0

𝑡

0

 

eşitliği elde ederiz.     

                                                       

Bu eşitlikte son terim hariç geri kalan terimlere Young eşitsizliği uygularsak aşağıdaki 

eşitsizliği elde ederiz. 

 

−𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏(∇𝑢𝜏𝜏∇𝑢
𝑡

0

)

≤
𝛿

2
𝑒𝛿𝑡(||∇𝑢𝑡||

2
+ ||∇𝑢||²) +

𝛿

2
(||∇𝑢1||

2
+ ||∇𝑢0||²)

+
𝛿2

2
∫ 𝑒𝛿𝜏 (||∇𝑢𝜏||2 + ||∇𝑢||

2
)

𝑡

0

+ 𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢𝜏||²𝑑𝜏
𝑡

0

              (3.15) 

 

(3.13) , (3.14) ve (3.15). eşitsizlikleri (3.9) ve (3.12) de dikkate alırsak 
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𝑒𝛿𝑡𝐸(𝑡) + ∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢𝜏||²𝑑𝜏
1

0

≤ 𝐸(0) + 𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏(
||𝑢𝜏||2

2
+

||∇𝑢||2

2
+

||∇u𝜏||2

2
)

𝑡

0

𝑑𝜏

+
𝛿

2
𝑒𝛿𝑡 (||𝑢𝑡||

2
+ ||𝑢||

2
) +

𝛿

2
(||𝑢1||

2
+ ||𝑢0||

2
)

+
𝛿2

2
∫ 𝑒𝛿𝜏 (||𝑢𝜏||

2
+ ||𝑢||

2
) 𝑑𝜏 + 𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏||𝑢𝜏||

2
𝑑𝜏

𝑡

0

𝑡

0

+
𝛿

2
||∇u0||

2

+
𝛿2

2
∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢||

2
𝑑𝜏

𝑡

0

+
𝛿

2
𝑒𝛿𝑡(||∇𝑢𝑡||

2
+ ||∇𝑢||²) +

𝛿

2
(||∇𝑢1||

2

+ ||∇𝑢0||²) +
𝛿2

2
∫ 𝑒𝛿𝜏 (||∇𝑢𝜏||2 + ||∇𝑢||

2
)

𝑡

0

+ 𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢𝜏||2𝑑𝜏                                                                          (3.16)
𝑡

0

   

eşitsizliği elde edilir.          

                                                           

(3.16) eşitsizliğinde bulunan  

 

𝛿

2
∫ 𝑒𝛿𝜏||𝑢𝜏||

2
𝑑𝜏  ,

𝛿²

2
∫ 𝑒𝛿𝜏||𝑢||²𝑑𝜏

𝑡

0

  , 𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏||𝑢𝜏||
2

𝑑𝜏
𝑡

0

,
𝛿

2
𝑒𝛿𝑡||𝑢||² 

𝑡

0

 

 

İntegrallerine ∀𝑢 ∈ 𝐻0
1(Ω) 𝑖ç𝑖𝑛 ||𝑢||² ≤ 𝜆0||∇𝑢||² Sobolev-Poincare eşitsizliğini 

kullanarak aşağıdaki eşitsizlikleri elde ederiz.     

                                                   

𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏||𝑢𝜏||²𝑑𝜏
𝑡

0

≤ 𝛿𝜆0 ∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢𝜏||²𝑑𝜏
𝑡

0

 

𝛿

2
∫ 𝑒𝛿𝜏||𝑢𝜏||²𝑑𝜏 ≤ 𝜆0

𝛿

2
∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢𝜏||²𝑑𝜏

𝑡

0

𝑡

0

 

𝛿

2
𝑒𝛿𝑡||𝑢||² ≤ 𝜆0

𝛿

2
𝑒𝛿𝑡||∇𝑢||² 

𝛿²

2
∫ 𝑒𝛿𝜏||𝑢||²𝑑𝜏 ≤ 𝜆0

𝑡

0

𝛿²

2
∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢||²𝑑𝜏

𝑡

0

 

 

Bu eşitsizlikleri (3.16) da yerine yazarsak 
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𝑒𝛿𝑡𝐸(𝑡) + ∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢𝜏||²𝑑𝜏
1

0

≤ 𝐸(0) + 𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏(
𝜆0||∇𝑢𝜏||2

2
+

||∇𝑢||2

2
+

||∇u𝜏||2

2
)

𝑡

0

𝑑𝜏

+
𝛿

2
𝑒𝛿𝑡 (||𝑢𝑡||

2
+ 𝜆0||∇𝑢||

2
) +

𝛿

2
(||𝑢1||

2
+ ||𝑢0||

2
)

+
𝛿2

2
∫ 𝑒𝛿𝜏 (||𝑢𝜏||

2
+ 𝜆0||∇𝑢||

2
) 𝑑𝜏 + 𝛿𝜆0 ∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢𝜏||

2
𝑑𝜏

𝑡

0

𝑡

0

+
𝛿

2
||∇u0||

2
+

𝛿2

2
∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢||

2
𝑑𝜏

𝑡

0

+
𝛿

2
𝑒𝛿𝑡(||∇𝑢𝑡||

2
+ ||∇𝑢||²)

+
𝛿

2
(||∇𝑢1||

2
+ ||∇𝑢0||²) +

𝛿2

2
∫ 𝑒𝛿𝜏 (||∇𝑢𝜏||2 + ||∇𝑢||

2
)

𝑡

0

+ 𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢𝜏||2𝑑𝜏                                                                      (3.17)
𝑡

0

 

eşitsizliğini elde ederiz. 

 

(3.17) eşitsizliğin sağ tarafındaki terimleri aşağıdaki gibi düzenleyebiliriz. 

 

3

2
𝛿𝜆0 ∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢𝜏||²𝑑𝜏

𝑡

0

+
3

2
𝛿 ∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢𝜏||²𝑑𝜏

𝑡

0

=
3

2
𝛿(1 + 𝜆0) ∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢𝜏||²𝑑𝜏

𝑡

0

 

 

𝛿𝑒𝛿𝑡 (
||𝑢𝑡||

2

2
+

||∇𝑢||
2

2
+

||∇𝑢𝑡||
2

2
+

||∇3𝑢||
2

2
− ∫ 𝐹(𝑢)𝑑𝑥

1

0

) ≤ 𝐶1𝛿𝑒𝛿𝑡𝐸(𝑡) 

                                                                          

𝛿² ∫ 𝑒𝛿𝜏 (
||𝑢𝜏||

2

2
+

||∇𝑢||
2

2
+

||∇𝑢𝜏||
2

2
+

||∇3𝑢||
2

2
− ∫ 𝐹(𝑢)𝑑𝑥

1

0

) 𝑑𝜏
𝑡

0

≤ 𝐶2𝛿² ∫ 𝑒𝛿𝜏𝐸(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

 

 

Bu ifadeleri (3.17)’de yerine yazarsak  
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𝑒𝛿𝑡𝐸(𝑡) + ∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢𝜏||²𝑑𝜏
1

0

≤ 𝐸(0) +
3

2
𝛿(1 + 𝜆0) ∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢𝜏||

2
𝑑𝜏

𝑡

0

+ 𝐶1𝛿𝑒𝛿𝜏𝐸(𝑡)

+ 𝐶2𝛿² ∫ 𝑒𝛿𝜏𝐸(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

                                                                            3.18) 

elde ederiz. 

                                                 

(3.18) den 𝛿 yı  0 < 𝛿 < min {
2

3(1+𝜆0)
,

1

2𝐶1
}  seçerek aşağıdaki eşitsizliği 

 

𝑒𝛿𝑡𝐸(𝑡) + ∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢𝜏||²𝑑𝜏 ≤
1

0

𝐸(0)

+ ∫ 𝑒𝛿𝜏||∇𝑢𝜏||
2

𝑑𝜏 +
𝑒𝛿𝑡

2
𝐸(𝑡) +

𝑡

0

𝐶2𝛿² ∫ 𝑒𝛿𝜏𝐸(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

   

𝑒𝛿𝑡𝐸(𝑡) ≤ 𝐸(0) +
𝑒𝛿𝑡

2
𝐸(𝑡) + 𝐶2𝛿² ∫ 𝑒𝛿𝜏𝐸(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

 

𝑒𝛿𝑡

2
𝐸(𝑡) ≤ 𝐸(0)+𝐶2𝛿² ∫ 𝑒𝛿𝜏𝐸(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

 

𝑒𝛿𝑡𝐸(𝑡) ≤ 2𝐸(0)+2𝐶2𝛿² ∫ 𝑒𝛿𝜏𝐸(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

 

elde ederiz. 

 

Burada Gronwall lemmasını uygularsak 

 

𝑒𝛿𝑡𝐸(𝑡) ≤ 2𝐸(0)𝑒2𝐶2𝛿2𝑡  ,     0 ≤  t <  ∞     

 

ve  

 

𝐸(𝑡) ≤ 𝐶𝐸(0)𝑒−𝜆𝑡 

elde ederiz. 

 

Eğer 𝛿’yı aşağıdaki aralıktan seçersek 
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0 < 𝛿 < min {
2

3(1 + 𝜆0)
,

1

2𝐶1
,

1

2𝐶2
} 

 

(3.4) ü elde ederiz. Bununla problemin çözümünün  𝑐1, 𝑐2 > 1 üstel mertebeden 𝑡 →

∞ iken azaldığını göstermiş oluruz. 
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BÖLÜM 4 

 

SONUÇ VE ÖNERİ 

 

Bu çalışmada,   𝑢𝑡𝑡 − ∆𝑢 − ∆𝑢𝑡 − ∆𝑢𝑡𝑡 − ∆3𝑢 = 𝑓(𝑢) lineer olmayan Sobolev tip 

kısmi diferansiyel denklem için konulan başlangıç sınır değer probleminin çözümünün 

asimptotik davranışını incelemek için geliştirilmiş integral tahminleri ve bazı özel 

eşitsizlikler kullanılarak lineer olmayan terimle ilgili çok basit ve genel bir varsayım 

altında, zaman 𝑡 → ∞ yaklaştıkça problemin çözümünün üstel olarak sıfıra 

yakınsadığı kanıtlanmıştır. 

 

(3.1) denklemindeki bazı terimleri ve sağ taraftaki fonksiyonu değiştirerek yeni oluşan 

dalga denklemi için konulan sınır değer probleminin çözümünün varlığı ve tekliği 

teoremlerine ve bu problemin çözümünün asimptotikliğinin incelenmesine bakılabilir. 
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