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Bu calismada, tek serbestlik dereceli Ara¢ Koprii Etkilesiminin (AKE) dinamik
cevaplarini elde etmek igin Peridinamik Diferansiyel Operator (PDO) ve Sonlu
Elemanlar Yonteminin (SEY) yar1 analitik ¢oziim tizerinden karsilastirilmasi
yapilmigtir. Sonlu elemanlarimin uygulanmasinda Newmark Beta yontemi tercih
edilmistir. Aracin dikey dogrultuda yer degistirme, hiz ve ivme cevaplar ile koprii
orta noktasinin dikey yonde yer degistirme, hiz ve ivme cevaplar igin ii¢ farkl
zaman aralig1 sirastyla At; = 0.01s, At, = 0.001s ve At; = 0.0001s secilmistir.
Niimerik ¢6ziim ile yari analitik ¢6ziim arasindaki hatanin tespitinde global hata
Olclim yontemi uygulanmistir. Bu hata yontemine gore aracin diisey dogrultudaki yer
degistirme, hiz ve ivme tepkilerinin PDO yontemine gore At; = 0.01s i¢in oranlari
siras1 ile %0.623532, %0.085212 ve %0.090064 ile yar1 analitik bir ¢dziime
yakinsadigi tespit



edilmistir. Ayn1 zaman araliginda SEY ’nin sonug¢ vermedigi ortaya ¢ikmistir. Benzer
sekilde kopriniin orta noktasinin dikey yondeki yer degistirme hiz ve ivme
cevaplarinin PDO yontemine gore At; = 0.01s icin sirastyla %0.255793 %0.077149
ve %0.119281 hata oranlart bulunurken SEY yine bu zaman araliginda ¢6ziim
vermemistir. Aracin ve koprii orta noktasinin At, = 0.001s ve At; = 0.0001s i¢in
dinamik tepkileri incelendiginde de, PDO yontemine goére elde edilen dinamik
cevaplarin SEY gore daha diistik hata orani ile yar1 analitik ¢6ziime yakinsadig: elde
edilmistir. Calisma ile PDO yonteminin SEY ne gore daha kisa siirede daha dogru

sonugclar irettigi ortaya ¢ikarilmistir.

Anahtar Sozciikler : Arag-koprii etkilesim, sonlu elemanlar yontemi, peridinamik
diferansiyel operator
Bilim Kodu : 92903
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In this study, the comparison of the Peridynamic Diferential Operator (PD) and
Finite Element Method (FEM) over the semi-analytical solution was performed to
obtain the dynamic responses of the single degree of freedom Vehicle Bridge
Interaction (VBI). Newmark Beta method was preferred to apply the finite elements.
for the iterations of the displacement, velocity and acceleration responses of the
vehicle, three diferent time intervals At; = 0.01s, At, = 0.001s and At; =
0.0001s are selected respectively and the bridge mid-point in the vertical direction
were obtained as to these time intervals. For the first time interval, global error
measurement was used for the error analysis and it was determined that the
displacement, velocity and acceleration responses of the vehicle in the vertical

direction converged to a semi-analytical

Vi



solution in the PD form with error rates of 0.623532 %, 0.085212 % and 0.090064
%, respectively. It was revealed that the finite element method within the same time
interval did not yield any results. Similarly, it was found that the midpoint of the
bridge was converted to the semi-analytical solution in the PD form with the error
rates of 0.255793 % 0.077149 % and 0.119281 % for the first time interval, while
the finite elements did not give any result again. When the dynamic responses of the
vehicle and bridge midpoint at the second and third time intervals were examined, it
was found that the PD solution gave better results with a lower error rate with respect
to finite element solution. In the light of the results, it turns out that the peridynamic
diferential operator produces more accurate results in a shorter time when compared

with the finite element method.

Key Words : Vehicle-bridge interaction, finite element method, peridynamic

differantial operator.
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BOLUM 1

GIRIS

Seyriisefer esnasinda araclar, farkli yol sartlarindan o6tiirti ¢esitli yonlerden dinamik
yiiklere maruz kalmaktadirlar. Bu yol sartlar1 sabit zemin iizerinde olabildigi gibi
koprii gecislerinde hareketli yiik seklinde de karsimiza ¢ikmaktadirlar. Hareketli yiik
ortaminda kopriiniin sahip oldugu mekanik o6zellikler ara¢ tizerindeki dinamik
kuvvetleri ortaya cikartirken, ara¢ parametreleri de koprii lizerinde dinamik ytiklerin
olugsmasina neden olmaktadirlar. Bu yiizden arag-koprii etkilesimi i¢ i¢e gecmis

dinamik bir problem ¢esididir.

Diiz, piiriizsiiz ve rijit bir zeminde sabit hiz ile ilerleyen bir aracin kontak noktalarina
temas eden kuvvetler aracin agirligindan kaynaklandig: gibi, yoldan gelen dinamik
etkilerde ara¢ iizerinde dinamik kuvvetlerin olugsmasina neden olmaktadir. Arag
tizerine statik kuvvetlerin etkisi dinamik kuvvetlerden daha etkin oldugundan arag
bilesenlerin tizerindeki kuvvetlerin belirlenmesi 6nem arz etmektedir. Bu sebeple
arag bilesenleriyle alakali yapisal bir analiz yapilacaksa sadece arag¢ bilesenlerinden
kaynakl1 statik ytikleri dikkate almak yeterli olacaktir. Aragtaki bilesenlerin iizerine
etki eden kuvvetleri belirleyebilmek igin bilesenlerin ayr1 ayri SCD (Serbest Cisim
Diyagrami) leri ¢izilir. Bu metot basit, uzun zaman almayan, az masrafli ve
uygulanabilir olmast nedeniyle pratik miihendislikte kullanilabilinir. Ancak
baslangicta sunulan sartlarin (diiz yol, pliriizsiiz ve rijit zemin, sabit hiz gibi) normal
hayatta c¢ok da miimkiin olmamasi nedeniyle sonuclar ileri miihendislik

uygulamalarinda kullanilmaz.



Gergekte yolun piiriizsiiz ve diiz bir sekilde elde edilmesi imkansizdir. Ciinki

zeminden gegen belli bir agirligi olan aracin tekerlek temasindan dolayi zeminde

......

......

gectiginde tekerlek kontak noktalarinda enine ve dikey yonde bozulmalar meydana
getirir. Olusan bozulmalardan kaynakli esnek yapi iizerinde ilerleyen arag diiz bir
yorlingede hareket etmesi gerekirken kopriiniin iizerinde meydana gelen hareketli
yiikiin etkisiyle olusan yapisal sehim iizerinde hareket etmeye zorlanmakdir. Boylece
coriolis (donen bir ylizeyin merkezinde disa dogru hareket eden cisme harekete dik
yonde etki eden kuvvet), centripatel (merkezcil kuvvet) ve atalet kuvvetlerini
olusturmaktadir. Olusan bu kuvvetlerden dolay1 tekerlek kontak noktalarindaki
dinamik etkiler, daha 6ne ifade edilen statik kuvvetlerin etkiledigi duruma gore daha
cok ortaya cikmaktadir. Nedeni bu kuvvetler statik yiikler ile tekerlek kontak
noktasindaki bozulmalarin sebep oldugu kuvvetlerdir. Tekerlek kontak noktasinda
olusan kuvvetlere, aracin kopriideki hareketi zaman igerisinde meydana geldigi igin

bu kuvvetler dinamik kontak kuvvetlerinin ortaya ¢ikmasina neden olmaktadir.

Esnek yap1 nedeni ile hareketli aracin kontak noktasi arasindaki enine bozulmalar,
dinamik kontak kuvvetlerinin kaynaklarindan biridir. Ancak bununla birlikte dinamik
kontak kuvvetlerini etkileyen 6nemli diger bir etken de esnek yapi ve hareketli aracin
kontak noktasi arasindaki yiizeyin yol kalitesini temsil eden yolun piiriizliliigidiir.
Nedeni esnek bir yapmin iizerindeki yolun piiriizliiliigii koprii sol ucundan kaynak
alindig1 konuma gore yiiksekligi ifade eden bir fonksiyon ile tanimlanir. Esnek yap1
tizerinde bir noktadaki enine bozulma miktari ile yol piirtizliiliikk fonksiyonun toplami
tekerlek kontak noktasindaki toplam yer degisimine esittir. Yani; yol piiriizliik
fonksiyonunun rastgele bir dagilimi var ise tekerlek kontak noktasindaki toplam yer
degistirme kimi durumlarda enine bozulma miktarindan daha az veya daha fazla
olabilmektedir. Bu durum tamamen esnek yapidaki noktanin yol piiriizliik

fonksiyonu degeri ile alakalidir.



Calismada mevcut ¢alismalardan farkli olarak peridinamik (PD) diferansiyel operator
yardimiyla yar1 analitik ara¢ koprii etkilesiminin sayisal yol ile dinamik cevaplarinin
elde edilmesi planlanmistir. Tek serbestlik dereceli arag-koprii modelinin yar1
analitik ¢oziimiliniin, PD ve Sonlu Elemanlar Yontemi (SEY) sonuglar ile
karsilagtirilmasiyla, Peridinamik Diferansiyel Operatoriin Sonlu Elemanlar Metoduna

gore daha kisa siirede yar1 analitik ¢oziime yakinsayacagi ongoriilmektedir.

Calismanin bes boliime ayrilarak planlamasi yapilmistir. Birinci béliimde konu ile
ilgili giris niteliginde bilgilerden sonra, ikinci bdliimde bu alanda yapilan
literatiirdeki calismalar konularma gére ayrilarak incelenmistir. Ugiincii béliimde
arac-koprii etkilesiminin matematiksel modeli ¢ikartilarak, dinamik cevap igin
gerekli parametrelerin eldesi ve PDO modelinin izahi ifade edilmistir. Dordiincti
boliimde, olusturulan PDO ve SEY diferansiyel denklemlerinin, ¢6zliimiinde 4.
Dereceden Runge Kutta sayisal ¢oziim metodu uygulanarak sistem ¢ikiglarinin
cevaplar1 elde edilip, yar1 analitik sonuglar ile karsilastirilmast yapilmistir. Son
boliim olan sonuclar ve tartisma kisminda ise farkli zaman araliginda PDO ve
SEY’in kiyaslamasi yapilarak PDO’nin daha kisa siirede yari analitik sonuca

yakinsadigi elde edilmistir.



BOLUM 2

LITERATUR TARAMASI

Bu zamana kadar ara¢ ve koprii arasindaki dinamik etkilesimi ortaya ¢ikarmak igin
yapilan ¢alismalar incelendiginde koprii lizerinde hareket eden arag¢ hareketli yiik, [1]
hareketli kiitle [2-4] ve hareketli osilator [5-7] olarak modellenmistir. Bunun yaninda
daha karmasik ara¢ modelleri kullanilarak [8-13] daha ger¢ek¢i arag kopri
etkilesiminin dinamik davraniglari incelenmistir. Son zamanda yapilan calismalar
daha ¢ok kopriiniin ger¢ek zamanli olarak izlenebilmesi i¢in kdprii tizerinde sensdrler
ile donatilmig araglardan faydalanildigi ortaya koymaktadir. [14-17]. Olusturulan
modellerin ¢oziimiinde analitik ve sayisal yontemler gelistirilmistir. Bunlardan
basitlestirilmis modeller i¢in kapali ¢oziimler [1,18] mevcut iken, daha karmasik
kompleks yapida sistemler i¢in sonlu elemanlar metodu [8,10,14] ya da modal
siiperpozisyon yaklasimi [4,7,11,13] kullanilmistir. Zamana bagl degisken tipteki bu
diferansiyel denklemlerin sayisal olarak c¢oziimiinde Newmark ortalama ivme
metodunun daha stabil sonuglar ortaya ¢ikardigi i¢in tercih edildigi goriilmektedir.
[8,10,12,19,21].

2.1. HAREKETLI YUK MODELI

19. yy. ortalarina dogru hareketli yiiklerin dinamik etkisinin ara¢ ve kdprii iizerine
etkileri arastirmalar sonucunda tespit edilmistir. Hareketli yiik problemleri ile ilgili
aragtirmalar 1847 yilinda Ingiltere’de Stephenson Kopriisii’niin yikilmasiyla artis
gostermeye baslamistir [22]. Arastirmacilarin 6zellikle dikkatini ¢ceken bir konu olan
kiris, plaka, yay iizerinde hareket halinde olan ataletli ytikler iizerinde ¢alismalarin
sayisi da ayni oranda artig gostermistir. TRE [23], AKE [21], manyetik raylar [24] ve

robotik ¢oziimlerinde sistemlerin fiziksel durumunu gosteren diferansiyel esitlikler



icin gelistirilmis olan teorik ¢éziimler kullanilmis, 19. yy. ortalarina gelindiginde bu gibi
problemlerin ¢oziimii lizerine farkli calismalarin gelistirildigi ortaya ¢ikmistir. Fakat
yogunlastirilmis kiitle hareketinden dolayr bugiine dek kesin bir analitik ¢6zim
tretilememistir. Bazi durumlar igin sistemlerin diferansiyel denklemlerini analitik
yoldan kapali ¢c6zmek ¢ok zor oldugu i¢in SEY gibi niimerik yontemleri kullanilarak bu
problemler analiz edilebilmektedir.

Bu sorunlarin birlestigi nokta ise hareketli bir yiikiin gecis aninda olusan yer degistirme
yiikiin yavas bir sekilde yer degistirdigi durumda veya yiikiin statik oldugu duruma gore
cok daha fazla olmaktadir. Yani; bozulma yasanmamis esnek bir yapi ani bir ylike maruz
kaldiginda bu yapi denge halinde titresim yaymaya baslar. Bu yapmin denge halinde
yaymaya basladig: titresim, hareketli oldugu durumda iken statik duruma gore iki kat
daha fazladir. Bu nedenle hareketli yiikiin hizla yapiya giris yapmasi daha az etkiye
sahiptir. Hareketli yiik bazi belli frekanslarda olursa olusan maksimum yer degistirmeler

ve gerilmeler cogalacaktir [25, 26].

Hareketli yiik modeli ile alakali ¢alismalara bakildiginda; Sadiku ve Leipholz, yaptiklari
caligmalarinda (1987), yogunlastirilmig bir kiitle tarafindan ¢aprazlanan bir kirisin
dinamik tepkisini degerlendirme problemi, "hareket eden-kuvvet hareketli-kiitle"
hakkinda c¢alisiimistir. Desteklenen elastik bir sistemin (kiris veya plaka) dinamik
tepkisini degerlendirme problemi karayollari, demiryollar1 ve kopriilerin analizi ve

tasarimlari i¢in 6nemlidir [1].

2.2. HAREKETLI KUTLE MODELI

Hareketli kiitle modeli ile alakali ¢alismalara bakildiginda; Akin ve Mofiid yaptiklar
calismalarinda (1989), hareketli bir kiitle tasiyan kirislerin farkli sinir kosullarinda
dinamik davranmiglarini tespit etmek igin analitik-sayisal bir yontem gelistirmislerdir.
Yine bu calismada hareket denklemlerinin, ¢oziilebilir bir adi diferansiyel denklemler
dizisine doniistiiriilmesi agiklanmistir. Sonuglarin niimerik yoldan ¢6ziimii i¢in sonlu

eleman modelleri kullanilmis ve analitik yontem ile karsilastirma yapilarak dogrulugu
5



tespit edilmistir. Calismada numerik sonucun analitik ¢éziime iyi bir sekilde yakinsadigi
tespit edilmistir. Ayrica bu calismada, 6nceden ¢ogunlukla géz ardi edilen hareketli
kiitleden dolay1 olusan yapilarin tepkisinin, ¢cogunlukla hareketli kuvvet modelinden ¢ok
farkli oldugu icin kesinlikle dikkate alinmasi1 gerektigi gosterilmistir. Yine bu ¢alisma da
farkli sinir kosullarinda, hareketli bir kiitle tagiyan kiriglerin tepkisini tespit edebilmek
icin bir yontem sunulmustur. Bu yontem, ortogonal fonksiyonlara dayandirilmistir.
Buradan ¢ikan sonuglar ise hareket denkleminin bir dizi eslestirilmis adi diferansiyel
denkleme doniistiiriilebilecegini gostermistir. Bazi1 6zel test problemleri hem sonlu
eleman modeli hem de hareket yontemi ile ¢oziilmiistiir. Buradan ¢ikan sonuglarin
karsilastirilmasi, iki ¢6ziim arasinda oldukg¢a benzer oldugu tespit edilmis ve sistemin
hareketli kiitlesinin ¢gok 6nemli bir roliiniin oldugunu ortaya ¢ikarmistir. Ayni zamanda
bu sayisal-analitik yontem, bu alandaki diger bir¢ok probleme uygulanabilir oldugunu

gostermistir [2].

Gaon ve Zhang yaptiklar caligmalarinda (2016), rastgele yiizey diizensizlikleri ile sonlu
gerilmis bir ip boyunca sabit bir hizla hareket eden sikistirilmig bir kiitlenin stokastik
analizi i¢in analitik ¢oziimiinii olusturmus ve sunmuslardir. ilk dnce, rastgele yanitin
spektral giic yogunlugunun (PSD) hesaplanmasi problemi, harmonik rastgele yiizey
diizensizlikleri ile gerilmis bir ip boyunca sabit bir hizla hareket eden sikistirilmis bir
kiitlenin gecici cevabini hesaplama problemine ¢evrilmistir. Bunun ardindan, harmonik
olarak degisen yiizey diizensizlikleri i¢in ip ve kiitle arasindaki kontak kuvvetinin
analitik ¢oziimlerini olusturmuslar ve en son, kontak kuvvetinin PSD'leri ve ipin yer
degistirmesi, rastgele ylizey diizensizliklerinin PSD'si cinsinden tayin edilmistir.
Analitik ¢oziimler, ses alti, sonik veya ses isti hizlarin ii¢ durumunu da igine
akmaktadir. Tavsiye edilen yontem, yari analitik yontem ile karsilastirmaya dayali

olarak teyit edilmistir [3].

2.3. HAREKETLI OSIiLATOR MODELI

Hareketli osilator modeli ile alakali arastirmalar incelendiginde; Martinez-Castro,

Museros, ve Castillo-Linares yaptiklar1 ¢alismalarinda (2006), hareketli kuvvetlerin
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(yliksek hizli tren gibi) etkisinde kalan c¢ok agiklikli tiniform ve {iniform olmayan
kiriglerin analizinin ¢6ziimii i¢in hareketli yiikk probleminin yari analitik bir ¢éziimii
kullanilmistir. Kullanilan bu ¢oziimde trenin sabit hizdayken birim yiike yapinin
tepkisine dayanmaktadir. Bernoulli-Euler kiris elemanlar1 degisken kesit 6zelliklerine
sahiptir. Bu kiris elemanlar1 kullanilarak yap1 ayriklastirilir ve mod sekilleri standart bir
metot uygulanarak hesaplanir. Hareketli yiik, tiniter bir Dirac Delta fonksiyonu ile
gosterilir ve modal ylikler kiibik Hermit polinomlar1 cinsinden olusturulur. Coziim,
degerleri hareketli yiikiin hizindan ayr1 olarak mod ve eleman basina 10 katsay1 olarak
gosterilir. Sonugta bir dizi ylike yanit, kolay bir sekilde her birinin katkis1 eklenerek
olusturulur. Genel metot, herhangi bir biitiinlesme adimina gerek kalmadan ¢oziimii
kontrol etmek icin secilen zaman adimina ve uzaysal ayriklastirmaya bagli olarak dogru
ve hizlidir. Bu kullanilan teknigin etkinligini ortaya koymak icin sayisal testler dahil
edilmistir [5].

Chatterjee, Datta ve Surana yaptiklar1 calismalarinda (1992), Uzerinden hareket eden bir
ara¢ gecen cok aciklikli siirekli bir kopriiniin dinamik tepkisini bulmak igin siireklilik
yaklagimi kullanilmistir, ara¢ yayli ya da yaysiz kiitle olarak modellenmistir. Cevap,
kopri kaplamasi (koprii zemininde kullanilan malzeme) ve koprii burulmasinin simiile
edilmis gelisigiizel diizensizligi ve ara¢ koprii arasindaki etkilesimin lineer olmayan
etkileri onemsenerek zaman alaninda saglanmistir. Bu analiz yontemi sayesinde, dnemli
parametrelerin  kopriiniin dinamik davranis1 iizerindeki etkileri arastirmak igin
parametrik bir ¢alisma yapilmistir. Yapilan ¢aligmanin sonucunda; burulma sert siirekli
kopriiler i¢in, ara¢ yolundaki eksantriklikten kaynaklanan burulma kuplajinin dinamik
biiyiitme faktorii iizerindeki etkisinin 6nemsiz oldugu, yiizeyi piiriizlii olmayan bir kdprii
kaplamas1 i¢in, aracin yayl ve yaysiz kiitle ideallestirmeleri, koprii i¢in yaklasik ayni
tepkiyi verdigi, koprii iizerindeki kaplamanin rastgele diizensizligi ¢6ziimlemeye
eklenirse, yayli ve yaysiz kiitle idealizasyonu biiylik oranda farkli sonuglar verdigi
goriilmiistiir. Her iki durumda da yanitlar, diizglin bir koprii kaplamasi i¢in olanlardan
onemli 6l¢iide farklidir ve yliksek oranda frekans orani ve hiz parametresinin degerlerine

baghdir [6].



Pesterev ve Bergman yaptiklari ¢alismalarinda (1997), Hareketli bir lineer osilator
tastyan siirekli elastik bir yapinin dinamik tepkisinin denklemini ¢6zmek i¢in bir yontem
ifade edilmistir. Bu yontem, sorunu siirekli yapinin 6z fonksiyonlar1 cinsinden yanitin
seri acilimmin zamana bagli katsayilarimi yoneten lineer adi diferansiyel denklemler
sisteminin entegrasyonuna doniistiiriiliir. Yontem kolay ve oldukca basittir. Ayrica istege
bagli smir kosullar1 ile herhangi bir uzaysal olan tek boyutlu siireklilige uygulanabilir.
Bu konuda yapilan daha onceki caligmalarin ¢ogunlugunun tersine, dogrusal bir yay
boyunca siirekli elastik sistem olan sikistirilmis kiitlenin etkilesime girdigi durumuna
bakilmaktadir. Problem "hareket eden osilatdr" problemi olarak adlanmaktadir. Hareket
eden kiitle probleminden hari¢ hareket eden osilatorii hesaba katmamizin sebepleri basit
ve kisa bir sekilde anlatilmaktadir. En basta, baz1 miihendislik uygulamalarinda hareketli
osilatér modelinin daha gergek¢i oldugu goriilmiistiir (6rnek; esnek bir yapidan gecen
yayl arag). Bu sekilde etkilesimin etkileri daha 6nemli hale gelmektedir ve bu tarzdaki
problemleri ¢ézmek i¢in yontemler olusturulmaya calisilmistir. Daha sonra, hareketli
kiitle problemi, incelenen problemin sinirlayict durumu olarak ortaya c¢ikabilir ve
siirlayict duruma ¢oziim olarak tartigilan yontem baglaminda, yay sertliginin daha
bliyiik degerleri secilerek bulunabilir. Son olarak hareketli osilator probleminin ¢éziimii
hareketli kiitle probleminin ¢éziimiinden ¢ok daha kolay bir sekilde bulunabilir. Asil
olarak bu calismada sunulan hareketli osilator problemini ¢ozme yontemi ek olarak
hareketli kiitle probleminde de c¢ok kolay bir sekilde kullanilmaktadir. Hareketli

osilatorden hareketli kiitle ¢ozlimiine analitik olarak limit gegisi yapilabilir [7].

2.4. EULER-BERNOULLI KiRISININ DINAMIK ANALIZi

Gilinlimiizde toplumlarin ekonomik gelismislikleri ile bulunduklar1 yerin ulasim alt
yapist arasinda onemli diizeyde bir baginti vardir. En temel ulasim alt yapisini ise
kopriiler olugturmaktadir. Teknik calismalarda bu tarz yapilar modellenirken cogunlukla
koprii kirisi seklinde yapilmaktadir. Esasen koprii kirisleri sahip olduklari tarafsiz

eksenin enine veya dikine uygulanan kuvvetlere karsi1 koyan yapisal bir elemandir [27].



Bu konu iizerine yapilan ilk ¢calismalarda kdprii dinamiginde kirig sistemi ig¢in en dnemli
degiskenin bu yapilarda bir dig kuvvetin zorlamasi altinda enine titresim olustugundaki
egilme etkisi oldugu sunulmustur. Yapilan bu ¢aligmalarda koprii kirisinde olusan enine
titresim de diferansiyel denklemler Euler-Bernoulli kiris teorisi ile bir baska deyisle de
klasik kirig teorisi ile olusturulmaktadir. Euler-Bernoulli kiris teorisi Bernoulli, ve Euler
tarafindan 18. yy.’da gelistirilmistir [28-30]. Euler-Bernoulli kiris teorisi ¢ok yaygin bir
sekilde basit koprii mithendisligi uygulamalarinda kullanilmaktadir. Euler-Bernoulle
kiris teorisi, kirisin biikiilmesiyle kesit diizleminin diizlemde ve tarafsiz eksene dik

kaldig1 hipotezine dayanan bir teoridir. Bu nedenle enine baski sifir olmaktadir.

Euler-Bernoulli Kiris teorisi kolay ve ¢ok fazla kullanim alanina sahiptir. Fakat bu teori
koprii kiriglerine ait dogal frekanslarin degerini normalden bir miktar fazla tespit eder.

Bu durum diisiik titresim modlarinda ¢ok da dikkat ¢ekmez ancak daha yiiksek titresim
modlarinda bu durum alenen gbz Oniine ¢ikmaktadir. Bu yilizden yeni bir kiris teorisi
olusturulmustur. Olusturulan yeni teoride EulerBernoulli kiris teorisine doénme
bozulmasi eklenmistir. Timoshenko yeni teorisini Euler-Bernoulli kiris teorisine donme
ve kayma etkisini de ekleyerek gelistirmistir [31]. Kayma ve donme etkileri diisiik
seviyelerde veya kirisler ince ve uzun oldugunda Euler-Bernoulli kiris teorisinde ufak
diizeltmeler yeterli olurken, herhangi bir kiris i¢in yiiksek seviyelerde veya kalin
kirislerde donme ve kayma etkileri dikkate alinmadiginda ortaya ¢ikan hata daha biiyiik

olacaktir.

18.yy.’da Love (1944) tarafindan ilk defa diiz kirislerin genel elastisite denklemlerinin
tam c¢Ozlimleri iizerine calisilmistir [32]. Bu galismayi yapan arastirmacilar kati
silindirlerin titresimlerini temsil eden denklemleri bulmuslardir. Ancak bu denklemlerin
kesin ¢dziimlerini ortaya ¢ikaramamislardir. i1k arastirmacilar bu konu iizerine ¢ok fazla
arastirma yapmislar ve konuya farkli agilardan yaklasmislardir. Kiris dinamigi i¢in dort
farkli kuramu literatiire eklemislerdir. Bunlar; EulerBernoulli, Timoshenko, Rayleigh ve
shear kiris kuramlaridir. Euler-Bernoulli kirig teorisinde kinetik enerji ve gerinim

enerjisi yanal yer degistirmenin ve egilmenin bir fonksiyonudur. Bu teorinin kolayligi ve



akilli mithendislik yaklasimindan kaynakli kiris dinamigi calismalarinda ¢okga tercih

edilmektedir.

Han vd. (1999), bu dort farkli kiris teorisini kullanarak bir kiris sisteminin dogal
frekansini tahmin etmistir [33]. Buldugu sonuglar Rayleigh modeli ile Euler-Bernoulli
teorisinin sonuglarinin birbirine ¢ok yakin oldugunu ortaya koymustur. Yine ayni sekilde
shear model ile Timoshenko teorisinden c¢ikarilan sonuclarinda birbirine ¢ok yakin

sonuclar oldugu gosterilmistir.

Kiris tipi yapilar daha 6nceden de ifade edildigi gibi miithendislik ¢alismalarinda ¢ok sik
kullanilmaktadir. Ayrica zaman icerisinde degisen kuvvetler bu yapilara etki
etmektedirler. Yapilan uygulamali aragtirmalarda koprii kirisi gibi yapilarin dinamiginin
(6rnegin gerilmeleri ve enine yer degistirmeleri gibi) yiikiin statik oldugu durumdan ¢ok
daha fazla oldugunu gostermektedir. Son yillarda bu konuda yapilan ¢alismalarin biiyiik
bir kisminin dinamik yiikleme olmasi da bu sebeptendir. Dinamik yiikleme ii¢ alt
baslikta incelenebilir: Bunlar hareketli kiitle, koprii iizerinde basitlestirilmis hareketli
ara¢ modeli ve hareketli sabit yiiktiir. Bunlar icerisinde en basiti hareketli sabit yiik
modelidir. Bu modelde aracin atalet etkisi ile ara¢ ve koprii arasindaki etkilesim yok
sayilmistir. Hareketli kiitle modelinde ise bu durumun aksine bu etkiler yok sayilmamis
sisteme dahil edilmistir. Bu modelde de bu etkiler dahil edilirken aracin koprii ile
etkilesimi anindaki govde ziplamasi yok sayilmistir. Dmitriev (1976), hareketli yiik
etkisindeki koprii kirisini Euler-Bernoulli teorisine gore tasarlamis ve bunun analitik
cOziimlerini sunmustur [34]. Olsson (1991), Euler-Bernoulli kirisinin sabit hiz ile
hareket eden hareketli yiik etkisindeki dinamiginin analitik ve sonlu elemanlar analizini
meydana getirmistir [35]. Zheng vd. (1998), multi-span uniform olmayan kesite sahip
hareketli yiik etkisindeki kirisin dinamik cevabina bakmiglardir. Zheng vd. (1998),
Euler-Bernoulli kiris teorisine gore koprii kirisini modellemis, sonrasinda ise
diferansiyel esitlikleri yani sistemin hareket denklemini bulmak i¢in Hamilton
prensibinden faydalanmislardir [36]. Bu ¢aligmay1 yapanlar, farkli hizlarda hareket eden
hareketli yiik i¢in uniform ve non-uniform kirislerinin her ikisi iginde bulduklari

niimerik analizler ile tanimlamislardir. Stanisic and Hardin (1969), Fourier teknigini
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kullanarak basit mesnetli koprii kirisi iizerinde herhangi bir sayida kiitlenin gectigi kiris
analizini yapmislardir [37]. Jeffcott (1922), koprii kirisinin hareketli yiik etkisi altinda
oldugu durumu hareketli kiitlenin atalet etkisini de dikkate alarak ilk defa analiz etmistir.
Ting vd. (1974) yaptiklarn ¢alismalarinda, hareketli yiik etkisindeki sonlu elastik kirisin
dinamik etkisine bakmak i¢in yeni bir algoritma olusturmuslardir [38]. Yapilan
calismalarda ortaya ¢ikan sonuglar bunlari yapan bilim insanlari tarafindan deneysel
veriler ile karsilastirilmistir.

Akin ve Mofid (1989) hareketli yiik etkisindeki ince kesitli kiris tizerine ¢alismislar
yapmiglardir. Bu konu {izerine ¢alisanlar hareketli yiik etkisindeki kopri kirisine ait
ortaya ¢ikardiklar1 hareket denklemlerini adi diferansiyel denklem serisi olarak
yazilabilecegini kanitlamiglardir [2]. Esmailzadeh ve Ghorashi (1995), yaptiklar
caligmalarinda uniform tarafli olarak yayili hareketli yiik etkisindeki basit mesnetli
Euler-Bernoulli kirisinin analitik ¢6ziimiinii sunmuslardir [39]. Esmailzadeh ve Jalili
(2003), yaptiklar1 caligmalarinda yarim ara¢ modeli iki aksli olup, bu modele yolcu ve
sofor koltuklarmi da ekleyerek sistemin serbestlik derecesini yiikseltmislerdir. Bu
calismalarinda yaptiklar1 yarim ara¢ modelini basit mesnetli Euler-Bernoulli kirisi
tizerinde hareket ettirmektedirler. Burada sofor ve yolcu koltugu, gévde, tekerlekler gibi

arag¢ elemanlarinin dinamik cevabina bakmislardir [40].
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BOLUM 3

HAREKETLI KUTLE VE KOPRU ETKILESIMININ MATEMATIKSEL
MODELI

3.1. HAREKETLI KUTLE MATEMATIKSEL MODELI

Hareketli ara¢ ve koprii arasinda meydana gelen titresimleri modellemek amaciyla
gelistirilmis olan en basit model Sekil 2.2’de verilen hareketli yiik modelidir. Verilen
modelde aracin dinamik etkileri géz ardi edilmis koprii dinamigi dikkate alinmistir.
Koprii iizerinde hareket ettirilen sabit dikey kuvvet aracin tekerlek yiikleri ve aks
yiiklerini basite indirgenerek olusturulmustur. Olusturulan bu kuvvetin hareket hiz1 ile
aracin hareket hizlar birbirine esittir. Dolayisiyla buradaki hareketli yiik modelinde arag
ve koprii etkilesimi ihmal edilmis ve aracin atalet etkileri de ihmal edilmistir. Aracin
kiitlesinin koprii kiitlesi yaninda oldukga kiigiik kaldigindan ve yalnizca koprii dinamigi
ile ilgilenildiginden dolay1 bu yontem gecerliligini korumaktadir. Bu konu Yang (2004),
tarafindan oldukca sik c¢alisilmistir [41]. Ayrica yolun ya da raymn piriizliligi ray
birlesme noktalar1 gibi yapilarinda etkileri ihmal edilirse bu yontem koprii dinamigi
acisindan gecerliligini korumaktadir ve daha ¢ok kapali ¢oziimleri mevcuttur. Hareketli
yilk metodu yaklasik bir ¢dziim olmasina karsin ¢ozliim basitligi acisindan en ¢ok

kullanilan  metottur. Bu konudaki diger baz1 ¢alismalar [42, 43-45].

12



A
o~

Sekil 3.1. Hareketli yitk modeline ait sematik gosterim [46].

3.2. EULER-BERNOULLI KiRiSININ MATEMATIKSEL MODELI

3.2.1. Elastik Egri

Kirisin elastik egrisi kullanilarak kirislerin dik dogrultudaki titresim hareketlerinin
diferansiyel denklemi elde edilir (Sekil 3.2). Yer degistirme vektoriiniin yatay bileseni X,
dikey bileseni y ile gosterilsin. Kirig ekseni dogrultusundaki x yer degistirmesi, eksene
dik dogrultudaki y yer degistirmesinin yaninda her zaman bir kademe kii¢iik oldugu i¢in
thmal edilebilir.
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Sekil 3.2. Elastik egri [47].

Elastik egri probleminde miihim nokta y (X) ¢dkmeleri ve bu ¢6kmeleri olusturan f,
yiikleri arasinda bir baginti kurmaktir. Eger aranan bu bagintinin kirisin ug sartlarindan
bagimsiz olmasi isteniyorsa, bagint1 tiirevlerle ifade edilen bir diferansiyel denklem

olmalidir. Egrilik — moment bagintisindan bu denkleme varilabilir.

1 My
—= 3.1
Pz EIzk ( )
p, egriligi ile y(x) arasindaki bagintinin
d’y "
1. dx? LY
Pz 37 (1+ y'2)3/2 (3.2)

|1+ @[

oldugu diferansiyel geometriden bilinmektedir. Boylece egrilik ve moment arasindaki

bagint1

y” _ Mzk

+ = 3.3
T ATy T L, (33)
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elde edilir. Esitlik 3.3°deki iki farkli isaret, egilme momenti i¢in kabul edilen isaret
prensibine ve secilen koordinat takiminin yoniine baghdir. Bu calisma kapsaminda
yapilan hesaplamalarin tiimiinde dikey dogrultu i¢in yukar1 yon negatif alinacaktir. Bu
durumda Esitlik 3.3’deki isaretin negatif alinmas1 gerekir.

n

y — _Mzk
ey o

Yukaridaki ifade y (X) fonksiyonuna gore lineer degildir. y’ egiminin yatik egrilerde
kiiglik oldugu kabul edilerek y’ ifadesini karesi birin yaninda géz ardi edilirse Esitlik 3.5

asagida verildigi gibi lineerlestirilmis olur.

d? M
ey _ M (3.5)
dxz EIZk
Bu durumda moment ifadesi,
d?y
M, =—EI, . .(—= 3.6
zk Zk(dxz) ( )

bulunur.

3.2.2. Hareket Denklemi

Sekil 3.2 de verilen sekilde y (x,t) Kirisin eksene dik dogrultudaki yer degistirmesini,
f(x,t) kirisin {izerine etkiyen dis etkileri ifade etmektedir. Sekil 3.2 de kiris tizerinde dx
uzunlugundaki bir diferansiyel elemanin serbest cisim diyagrami gosterilmektedir.
Burada, El (x)kirisin rijitligini, ¢ (x) kirisin kendi sonimiinic ve m (x) birim

uzunlugunun kiitlesini ifade etmektedir.
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Sekil 3.3. Kirigin eksene dik hareketi [47].

Burada, Euler — Bernoulli Kiris teorisi olarak isimlendirilen birincil Kkiris teorisi
kullanilacaktir. Bu teoriye gore, diferansiyel elemanin donmeden oOtelendigi, yer
degistirmelerin ¢ok biiyiik olmadigi kabul edilir. Boylece kirisin donme etkileri ve yatay
yer degistirmeler ihmal edilebilir. Buna gére Sekil 3.4 de gosterilen diferansiyel eleman

icin diisey eksendeki hareket denklemi

2
) z F, = m(x)dx(% (3.7)

Seklindedir.
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Sekil 3.4. Kirig elemaninin serbest cisim diyagrami [47].

Kuvvetler yerlerine yazilarak ifade diizenlenirse,

oT (x,t 0
T(x,t) + (’; ) dx — T, 0) — c(x)a—}t]dx + f(x, t)dx
(3.8)
0%y
=m(x)dx Tl
Kiris eksenine dik dogrultudaki hareket denklemi
aT (x, t) dy 0%y
- bl = — 3.9
% c(x) ¢ + f(x,t) = m(x)dx FTEL 0<x<lL (3.9)

seklinde elde edilir. Ayrica (X, Y) noktasindan gecen eksen etrafindaki moment denklemi

de
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Z My =0 (3.10)

del + lT(x, t) +

OT(x, t
LN Y
dx

dx (3.11)

M(x,t) — [M (x,t) +

[c(x)—dx] &, t)dx)— -

ifadesine esittir. Esitlik 3.11 ile ifade edilen moment denkleminde ikincil terimler ihmal

edilerek moment ve kesme kuvveti arasindaki

oM (x,t)

—T(x,t) =0, 0<x<lL (3.12)
0x

bagintisina ulasilir. Esitlik 3.12 ile elde edilen moment denklemi x e gore tekrar

dizenlenerek

0°M(x,t) 9T(x,t)
0x? 0x

=0, 0<x<lL (3.13)

Ifadesi elde edilir. Burada 0T (X, t )/ Ox ifadesi Esitlik 3.9’dan alinarak Esitlik
3.13’de yerine yazildiginda kirisin hareket denklemi asagidaki sekilde ifade edilebilir.

0°M(x, t)

922 ()

atz C(x)— +fx)=0, 0<x<L (3.14)

Euler — Bernoulli kiris kuramina gore egilme momenti Esitlik 3.6°da verilmisti. Egilme

momenti Esitlik 3.14’de yerine yazilirsa
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02 0%y 0%y oy
—(=EI(0) =2 ) = m(x) —= — c(x) = = 3.15
922 < El(x) 6x2> m(x) 3¢z c(x) 3¢ +f(x,t)=0, 0<x<L (3.15)

ve yeniden diizenlenirse asagidaki son seklini alir

O (o) om0 e P = fen, 0<x<L (3.16)
92 Vin,) M gz~ W =10, g '

......

ekseni boyunca sabit ise; Esitlik 3.16 ifadesi

0*y(x,t)  dy(x,t) 0%y(x,t)
! ’ L= 3.17
EIl P +c 5% +m 32 f(x,t), 0<x<L (3.17)

seklinde daha sade bir ifade ile gosterilebilir. Bu ifade, Euler — Bernoulli Kiris teorisi
olarak bilinir. Kiris x ekseni boyunca bir boyutlu cisim gibi kabul edilirse, y(x,t) egrisi
Kiristeki ¢cokmeyi tanimlar. Basincin bir ifadesi olarak tanimlanan yayili yiik f(x,t) ise, X,
t ve diger degiskenlerin bir fonksiyonudur. E elastiklik katsayisidir, | ise z ekseni
etrafinda egilmeye zorlanan Kirisin alan atalet momentidir. Bu iki ifadenin (El) ¢arpimi
ise kirisin egilmeye olan mukavemetini ifade eder. Kiris kabuliine gore kiris, tek boyutlu
cisim olarak ifade edilir. Yayili yiikler diizlemde bulunmali, kiris diizgiin olmali ve
burulma olmamalidir. Bu tez g¢alismasinda yapilacak hesaplamalarda hareket
denkleminin bu sekli kullanilacak ve bazi durumlarda kirisin kendi soniimii géz ardi

edilecektir.

Kirisin hareket denklemi i¢in bircok durumda ¢oziim bulmak olduk¢a kolaydir. Asil
zorluk sinir sartlarma gore bir ¢6ziim yontemi bulmaktir. Bu zorluk verilen ve rastgele

yayili bulunan kiris smirlarindaki kuvvetler Fourier acilimi kullanilarak dairesel
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periyodik fonksiyonlarin toplamiyla ifade edilerek asilabilir. Bu konuda ayrintili bilgi

sonraki bolumlerde sunulacaktir.

3.3. PERIDINAMIK DIFERANSIYEL METODU

Peridinamik (Peridynamic) kurami ilk defa Amerika’da bulunan Sandia Ulusal
Laboratuvari’nda aragtirmaci olarak gorevli Dr. Silling tarafindan 2000 yilinda 6ne
siriilmiistir yeni ve gelecegi olan bir yontemdir [44]. Peridinamik kuraminda,
Cauchy’nin yaklasik 200 sene once ortaya attigi klasik siirekli ortamlar mekaniginin
hareket denklemleri yeniden formiile edilmis ve denklemlerin yapisindaki konuma bagl

tiirevler ¢ikarilarak yalnizca hacimsel integraller kullanilmistir (Sekil 3.5.) [48].
Malzeme izerindeki herhangi bir noktanin
hareket denklemi

plx)u(x,7)= If(u -u',x-x")dV'+blx.t) Peridinamik Teorisi
4

p(x)ii(x,7)=V.o+b(x,7) Klasik Teori
Sekil 3.5. Peridinamik teori ve klasik teorinin karsilagtirilmasi [48].

Peridinamik sozciigii Yunanca peri (yakin) ve dinamik (kuvvet) sozciiklerinin
birlestirilmesi ile olugmustur. Adindan da anlasilacagi gibi bu teoride herhangi bir
noktanin (X) hareket denklemleri birbirini etkileyen iki noktanin etki ve tepki
kuvvetlerinden (f ve /) meydana gelmektedir (Sekil 4.2) Bu nedenle bu noktalarin

arasindaki etkilesime bag (bond) adi verilmektedir [48].
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Sekil 3.6. Malzemedeki herhangi bir noktaya etki eden kuvvetlerin Peridinamik
teorisinde
gosterimi [48].

Hareket denklemindeki integral ifadesi peridinamik teorisini avantajli hale
getirmektedir. Sekil 3.7°de de goriildiigii gibi klasik teori de herhangi bir noktaya etki
eden kuvvetler hesaplanirken yalnizca o noktaya en yakin noktalar hesaba katilmaktadir.
Peridinamik teorisinde ise kendisine en yakin noktalarla beraber kendinden uzak

noktalarin etkisi de hesaba katilmaktadir [48].

Sekil 3.7. Klasik siirekli ortamlar mekaniginde malzemedeki herhangi bir noktaya etki
eden kuvvetlerin (T) gosterimi [48].

Peridinamik teorisindeki denklemler yapi1 bakimindan (hacimsel integral) oOzellikle

stireksizlik bulunan ortamlarda; 6rnegin iki degisik malzeme arasindaki ara yiizeylerde,
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hasar, c¢atlak ve benzeri durumlarda ya da sok etkilerinin analizinde Peridinamik

teorisini, klasik yonteme gore daha avantajli kilmaktadir [48].

Peridinamik teorisinde skaler alanin i¢inde hesaplanan her bir X degerine karsilik gelen
f=f(x) ifadesinde diger x ' noktalar ile birlikteki etkilesimlerinin etkisi i¢in lokal olmayan
gosterim saglanmaktadir. Saptanan noktalar aile kapsaminin icerisinde Hy veya H,
ancak etkilesimde bulunurlar. Her bir noktanin birbiri ile etkilesimi birimsiz agirlik
fonksiyonu (w(|&])) ile gosterilmektedir. Ailelerin sekli ve biytikligi degisiklik
gosterebilir, buda lokalsizligin derecesini vermektedir. Ailelerin biiyiikligi arttikca
lokallik azalirken, azaldik¢a da lokallik artmaktadir. Cogunlukla segilen x noktast kendi
ailesi igerisinde zaman-uzay alaninda asimetrik konumdadir. Nedeni su ki lokalsizlik
zaman dogrultusunda ge¢mise baglidir. Peridinamik tlirevlendirmenin  gecici
yoklugunda, i¢ noktalar ailenin igerisinde simetrik bir konumda olmayabilir. Buna karsin
ailenin sinirlar1 yakininda segilen noktalar her zaman asimetriktir [49]. Dolayisiyla

Peridinamik Diferansiyel Operator;

aP1/+P2/+"'+PM/f(x)

P11 4. Par Pmr
0x,, 0x,;" ... 0x,,; Hyr

flx+ &) g2t (g)dy (3.18)

olarak ifade edilmistir [50]. Burada p; tiirevin X;» degiskenine gore mertebesini ifade

etmektedir. i=1,...,M olmak {izere biitin noktalar arasindaki bagil vektor &=x"" -x

P1,P2[...PM[

seklindedir. Peridinamik fonksiyonlar ortogonal ozellige sahiptir ve g €3)
seklindedir [51].
1 Nqr gNyy nMIgPIIPZI."PMI(f)dV
nytng !ty t)y St 02 M OGN (3.19)
= 6“1/271/6712/192/ 6“Mr—1er—15nM’er

Burada peridinamik fonksiyon n=0,...N’e kadar yeniden diizenlenirse [52];
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gy ()

RS PLP,..P q (3.20)
Z OZ Z gt asam Daraz..an 1EDETES7
@= q2=0 am=0
elde edilmistir. wg, 4, q, (I$]) agirlik fonksiyonunu ifade etmektedir ve herbir
fflfgz W& I?,IM terimi polinomsal agilimi gostermektedir. Bilinmeyen aqulgz Z"I\f] terimi ise
[49]
—q1..—qq—1
PyP,..P P,P,..P
Z Z Z Anyng. ) (@120 %a1 s an = Prizny.mpg (3.21)
q1=0
am=0
¢Oziimii ile ifade edilmis olur. gi=0,...N olmak iizere sekil matrisi ;
A(n1n2---nM)(CI1(I2---(IM) = jH w(Iﬂlz (IM(Ifl)fIlqufnz*-qz an-'-qM av (322)

ve

P1Py..Py
ning.ny

= nl!.nz! ...nM!.6n1P16n2p2 "'6nMPM (323)
ifadelerinin ¢6ziimii ile ifade edilmis olur. Peridinamik Diferansiyel Operator ailenin
biiytikliigline bagli olarak lokal tiirevlenmeyi igermektedir. Hy azaldiginda g/ P1F--Pu €3]

artmaktadir. Bu durum bize lokalize olmaktan uzaklasildigini gostermektedir [49].
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BOLUM 4

SAYISAL DOGRULAMA VE NUMERIK COZUM

4.1. HAREKETLI YUK-KOPRU ETKILESIMIN MATEMATIKSEL MODELI

Sekil 4.1'de gosterildigi gibi basit bir arag-koprii etkilesimini ele alalim, arag¢ vvh sabit

hizda hareket eder ve bu arag, L, uzunlugundaki basit bir koprii tizerinde hareket eden

bir sertlik yay1 k,, tarafindan desteklenen bir y1gin kiitle olarak modellenir.

Sekil 4.1. Basitce desteklenen bir koprii iizerinde hareket eden yayl kiitle.

Koprii, sabit kesitli bir Bernoulli Euler kirisi olarak kabul edilir ve hem koprii hem de
ara¢ siispansiyonunun soniimleme etkisi ihmal edilir, bu nedenle kiris ve yayl kiitle i¢in

hareket denklemleri su sekilde yazilabilir.
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Myt + EIu""" = f.()8(x - vypt) 4.1)

MypZyp + kvh(zvh - ulx:vvht) =0 (4.2)

sirastyla kirigin ve yayilan kiitlenin dikey yer degistirmelerini gosterir. Burada, kiris
tizerinde hareket eden yayli kiitlenin temas noktasinda hareket eden konsantre bir
kuvveti tamimlayan § Dirac delta fonksiyonu yer almaktadir. Yayh kiitle ile kiris

arasindaki temas kuvveti su sekilde ifade edilebilir:

fc(t) = kvh(zvh - ulx:vvht) — Mypg (43)

Burada g yergekimi ivmesidir. Aracin dikey yer degistirmesinin statik denge
konumundan 6l¢iildiigii kaydedildi. Bu nedenle yay iizerinde elastik kuvvet disinda ek
bir kuvvet yoktur. Esitlik 4.1’in ¢6ziimii modal sekiller cinsinden ifade edilecektir,

@, (x); ve iliskili modal koordinatlar, z,, ,(t); su sekilde ifade edilebilir:

K

2068 = ) 2y OPn() (44)

n=1

Bu ¢aligmada ele alinan basit mesnetli kiris i¢in, kdpriiniin modal sekillerinin siniisoidal

tipte oldugu bilinmektedir. Bu nedenle denklem su sekilde ifade edilebilir:

. nmx
u(x, t) = z ( sin L_brzbr,n(t)> (4.5)

n
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u(x,t) yer degistirmesi ic¢in Esitlik 4.5'in yerine konulmasi; Esitlik 4.1’in, her iki
tarafint @,,(x) ile carparak; ve Kkirisin uzunlugu L,, lizerinden x e gore integral

alindiginda yeni denklem su sekilde ifade edilebilir:

bermbﬂmewn( )d Zbrn( ) iix +fL”TEI mszr (e L) <Pn( ) 4
0

Lpr

= fe ()8 (x - vypt) Pmdx
0

(4.6)

Modal sekiller i¢in ortogonallik kosullarmin kullanilmast ve m alt indisinin n 'ye

dontistiiriilmesiyle, Esitlik 4.6 kisaltilarak su sekilde ifade edilebilir:

Lpr
§ 2 £ f,"" 8 (x = vyrt)pn (x)dx
Zprn T Wy Zhrn = — Ior (4.7)
' Mpyr — fo Pn (x)
burada wp, ,, kopriiniin n 'inci modunun titresim frekansidur.
E I

w =

o L%r My (48)

Ayrica, Esitlik 4.8’in sag tarafinin manipiilasyonu yoluyla kopriiniin n. modal denklemi

asagidaki gibi elde edilebilir:

. 2
Zbr,n + wbr,nzbr,n

Za)vhmvh ; nnv,,ht knvvht (4.9)
t—=—F L —Zprk :
mbr br
k
<2wvhmvh . nT[‘tht> vahg . MTTUypt
— — Sin Zyh = — = Sin
mbrLbr Lbr mbrLbr Lbr
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Benzer sekilde, Esitlik 4.2 yeniden yazilabilir:

K

Zon + WenZpn = Wy z sin

n

NIV, t , (4.10)
br,m

br

Burada w,,, aracin titresim frekansidir.

(4.11)

Arag kiitlesi m,,'nin koprii kiitlesi m,,.'den ¢cok daha az oldugu varsayimiyla Esitlik 4.9

asagidaki gibi ifade edilebilir:

" 2 vahg . MUt (4-12)
Zprn t WprZprpn = — iy, Ly sin L,
rlpr T

Sifir baslangi¢ kosullar1 kullanilarak 1smin genellestirilmis koordinati Esitlik 4.12'den
elde edilerek asagidaki sekilde elde edilebilir:

(4.13)

5st [ (nvvht

Zyr =7 pz|Si L, > — Rsin(wp,t)

burada &,;, m,;, kiitlesinin ayn1 noktadaki yer¢ekimi etkisi altinda kirisin orta a¢ikliginin

yaklasik olarak statik sapmasini gosterir:

_ vathal‘)r (4'14)

Or =
st m,El
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Hiz parametresi R, siirlis frekansinin yarisinin orani olarak tanimlanir;

R = v (4.15)
war

Tekli mod i¢in Esitlik 4.10°da koprii koordinati z, igin Esitlik 4.13°de yerine koyarak,
Esitlik 4.10’dan arag yaniti z,,, yi Duhamel integrali ile su sekilde ¢ozebiliriz:

Wyh ( cos ((%)) — cos (oovht)> (4.16)
P

Wyp < cos <(7TL];”” - wbr) t> — Ccos (wvht)>]‘

€, 9

W’ niin kopriiniin araca olan frekans oranini ifade ettigini diisliniirsek ve Esitlik 4.15°de

tanimlanan hiz parametresini kullanarak onceki denklem su sekilde yeniden ifade

edilebilir:
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Set cos (%) — COS Wyt
_ S br
Zyp(t) = 20-RD (1 — cos wypt) — 1 — (2uR)?
cos (wpy — MV, /Ly, )t — cos t
—R ( br vh/ br) Wyp (4.17)

1—p?2(1 - R)?

cos (Wpy + TV /Lpy)t — €COS Wyt
1—u?(1+ R)?

aracin hizini elde etmek i¢in su sekilde degistirebiliriz:

. (2mv,ut .
. Sopoony 2R sin (—Lb‘;h ) — sin wy,t
Zop(t) = m [ sin wyut + 1= (ZuR)?
+R .u(]- - R) - sin ((Dbr - (T[vvh/l‘br))t — sin wvht (4.18)
1—u?(1—-R)?
R #(1 4+ R) sin (wp, + (TVyp/Lyy) )t — sin wvht]
1—u?(1+R)?

4.2. AYRIKLASTIRMA

PDO’niin kullanim1 sayisal entegrasyon gerektirir. Bu nedenle entegrasyon, basitligi
nedeniyle agsiz bir sema kullanilarak gerceklestirilir. Etki alani, her biri belirli bir
varliga sahip bir dizi diigim toplama noktasina ayrilmistir. Etki alani, her biri belirli bir
varliga sahip sonlu sayida toplama noktasina ayriklastirilir. Ayriklastirma tek bigimli
veya tek bicimsiz olabilir. Belirli bir nokta ile iliskili olarak entegrasyon, her aile
icindeki varliklarin toplamini igerir.

Alan denklemi ve sinir kosullari/baglangi¢c kosullarinin ayriklastirilmasindan 6nce, her
bir es dizim noktasinin ailesi olusturulur ve aile liyeleriyle etkilesim derecesi (agirlik
fonksiyonu) belirlenir. Ailenin biiyiikliigii, hesaplama yeterliligine dayali olarak
belirlenebilir; ancak, alan denkleminin yerel olmayan &zelliklerini yakalamasi gerekir.

Ayrica, her nokta, PD islevlerinin olusturulmasini gerektirir, gi,lpz """" PN(x —x") Bu
29



islevler, aile noktalarinin, aile boyutunun ve agirlik fonksiyonunun belirli bir dagilimi ile
her bir nokta i¢in benzersizdir.
Denklemlerin ayriklastirilmis bi¢iminde, Esitlik 4.19'daki aile (ufuk) {izerindeki

entegrasyon su sekilde saglanir:

f f&x+Hgy P ®AV = Z f (xp)gn'? M (xgy — %) " Ve (4.19)
Hy =

Burada V(j, her bir PD noktasinin x;) kiigik artimli varligini temsil eder. Toplam, x
noktasindaki PD ailesiyle birlikte x(j) nin her noktadaki katkilarini igerir. Gauss
kareleme tekniginde agirlik icin birlik elde etmek icin entegrasyon noktalari her zaman

varliginin merkezinde bulunur. Diferansiyel denklemlerin ayriklagtirilmis hali su sekilde

ifade edilebilir:
F(u)—b=0 (4.20)

Burada u vektorii, her integrasyon noktasinda bilinmeyen alan degiskenini igerir ve F
matrisi, diferansiyel operatdrlerin uygulanmasindan kaynaklanan katsayilar1 temsil eder.
b vektorii, diferansiyel denklemlerdeki bilinen terimleri temsil eder. Diferansiyel
denklemlerle iligkili sinir ve/veya baslangi¢ kosullari, asagidaki gibi bir dizi kisit

denklemi olarak ayriklastirilabilir:
Glu)—d=0 (4.21)

Burada bilinen matris G, bilinmeyen vektor u ile baglantili kisitlama denklemlerinin
katsayilarini igerir ve d vektorii, uygulanan bilinen kisitlama denklemleri terimlerini
icerir. Lagrange carpanlarimin tanitilmasiyla, A, diferansiyel denklemlerin ve limit
denklemlerinin ayriklagtirilmis bi¢imi, varyasyon analizi kavrami kullanilarak asagidaki

gibi birlestirilebilir:
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Sul (F(uw) —b) +6[AT(G(w) —d)] =0

(4.22)

burada du, bilinmeyen vektor u'nun keyfi varyasyonunu temsil eder. Denklem 4.22 deki

ikinci terimin ilk varyasyonu genisletilirse;

0G(u)
Sut(F(w) — b) + 6AT(G(u) — d) + SuTW/l =0

du ve A'nin keyfi varyasyonlari i¢in, Esitlik 4.24

0G(u)
F(u)— b+ FG A=0
Ve
Gu)—d=0

Artik vektor R'yi asagidaki gibi tanimladiktan sonra

0G(u)
R(u,/l;b,’d) — F(U)—b+ auT A :{O}
Gu)—d

Taylor'in seri agilimi su sekilde ifade edilebilir:

Ru+Au,A+AAb+Ab,d+Ad)=R(uA;b,d)

+aRA +aRAb+aRAl+aRAd+H0T
ou " T oD ER ad

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

Au ve A A 'min daha yiiksek dereceli terimleri HOT dikkate alinmadan, artimli artik

vektor AR su sekilde yazilabilir:

31



AR=Ru+Au,A+AAb+Ab,d+Ad)—R(u,A;b,d)
dR dR dR dR (4.28)

=%Au+%ﬂb+aAl+%ﬂd=0

Esitlik 4.26'dan degistirildikten sonra, bu denklem su sekilde yeniden diizenlenebilir:

(@) Au—Ab+ ATaZG(u) Au+ 06(u) A /1\
_ d ou? ouT _ (0
N I, B =
du }

Dolayisiyla, artan denklemlerin yonetim sistemi su sekilde elde edilir:

AR=HAv—-Af=0 (4.30)
burada
[OF (W) Y. 0%G(u) 0G (W]
_la ouz  ouT |
H—l u 86w u u J (4.31)
0
du

AU:{Au}

N (4.32)

ve
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_(AD
Af= {A d} (4.33)
burada b,d ve A b bilinen vektorle, A u ve A A bilinmeyen vektorlerdir. Sayisal bir
uygulamada, Denklem 4.30'v bir adimda kullanarak Denklem 4.26'nin tatmini,
dogrusallagtirma nedeniyle pratik degildir. Bu nedenle, ¢6ziim 6zyinelemeli bir form

araciligiyla Newton-Raphson yontemi kullanilarak yinelemeli olarak elde edilir:
H® A v®+D =A f — R(W™; f) (4.34)

R(™; f)=0ve v = ™ 4 A ™+ jle birlikte.
Lineer diferansiyel denklemler ve smir/baslangic kosullari igin, bunlarin peridinamik

ayriklastirilmasi lineer bir cebirsel denklemler kiimesine yol agar:

F(u) =Lu (4.35)
ve
G(u) =cu (4.36)

Esitlik 4.24 ve Esitlik 4.25'e gore, sonugta ortaya c¢ikan yoneten Esitlik 4.26 su hale

gelir:

Lu—b+cT2=0 (4.37)
ve

c—d=0 (4.38)

bu denklemler su sekilde yeniden bigimlendirilebilir:
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=0 (4.39)

4.3. SONLU ELEMANLAR YONTEMI

4.3.1. Arac ve Koprii i¢cin Hareket Denklemleri

Yayl kiitle birimleri, geleneksel koprii elemanlar1 ile modellenmistir. Ancak araglarla
dogrudan temas halinde olan diger pargalar i¢in bunun yerine yayl kiitle birimlerinin
etkilerini dikkate alan etkilesim elemanlarinin kullanilmasi gerekmektedir. Bu
calismada, [ | gOsterimi kare matris, { } siitun vektorii ve ( )satir vektori igin

kullanilir[53].

Sekil 4.1'de gosterilen arag modeli, bu bolim boyunca biiyiik Sl¢lide yayl kiitle
modeline atifta bulunulacaktir. Siispansiyon initesinin rijitlik katsayis1 k,, ile, arag
govdesinden alinan kiitle m,,;, olarak gosterilsin. Yayl kiitle modeli, iki yogun kiitlenin
her biri ile iliskili bir diigiim ile iki diglimlii bir sistem olarak kabul edilir. Ayrica, statik
denge konumlarindan 6lgiilen iki diigiimiin dikey yer degistirmelerinin {z}7 = (z;, z,)
koordinatlartyla gosterilsin. Diigiime karsilik gelen {z}T yer degistirmeleri {p,}’ = (p,
0), dis kuvvetlerdir, burada p iki kiitlenin toplam agirligin1 temsil eder, p =

—(M, + m,,)g, g yer¢cekimi ivmesini gosterir[53].

Sekilde gosterilen yayl1 kiitle modeli i¢in hareket denklemleri asagidaki gibi yazilabilir:
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MynZyn + KpnZyn = p + fc (4-40)

Burada f,, tekerlek kiitlesi ile koprii elemani arasinda var olan etkilesim veya temas
kuvvetidir. x., yayilan kiitle biriminin hareket eden konumunu gostersin (bkz. Sekil 4.1)
ve {N_}, x. temas noktasinda degerlendirilen kirisin dikey yer degistirmesi igin kiibik
Hermityen interpolasyon fonksiyonlarini igeren bir vektor, yani {N.} = {N(x.)}. Temas

kuvveti f, su sekilde ifade edilebilir:

fe=kp(NcHup} + 1. —21) 2 0 (4.41)

AKE sisteminin tekerleklerin kopriiden ayrilma olasiligindan dolayr  f. = 0 kosulu
uygulanir, kg balast sertligi, {u} kiris elemanmin diigim yer degistirmeleri ve 1, ray
diizensizliginin yiiksekligidir, eleman boyunca bilindigi varsayilan x,. temas noktasinda
ele alinir. {N,} enterpolasyon fonksiyon vektoriiniin, elemanin diisey yer degistirmelerle
ilgili bu SD (Serbestlik Derecesi)’leri i¢in yalnizca dort sifir olmayan giris igerdigine,
diisey yer degistirmelerle ilgili olmayan diger girislerin basit¢e sifira ayarlandigina
dikkat edin[53].

Yayl kiitle birimi ile temas halinde olan koprii elemaninin hareket denklemleri su

sekilde yazilabilir:

[mp 1{i} + [kpl{u} = {pp} — INC3fe (4.42)

burada [m,,]ve [kp], kopri elemaninin kiitle ,rijitlik matrislerini gosterir; ve {p,},
elemana etki eden dis diigiim yiiklerini belirtir. U¢ boyutlu kat1 kiris eleman1 olarak
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koprii elemant ile ilgili olarak, elemanin her bir diiglimiine, iicii 6teleme ve diger gl
rotasyonlar i¢in olmak tiizere alti SD atanabilir. Bu calismada, koprii i¢in Rayleigh
sonimi varsayilmistir; bu, tiim kopriiniin soniim matrisinin, prosediiriin yapinin kiitle ve

rijitlik matrislerinin dogrusal bir kombinasyonu olarak hesaplanabilecegi anlamina gelir

[53].

Esitlik 4.40 ve Esitlik 4.42°de goriilebilecegi gibi, yayh kiitle birimi ve koprii elemant,
hem zamanin hem de konumun bir fonksiyonu olarak degisen temas kuvveti f.
araciligiyla birbirleriyle etkilesir. Yaylh kiitle biriminin koprii eleman ile tam temas
halinde olmasini saglamak icin, kdprii elemani tarafindan yayl kiitle birimine uygulanan
reaktif kuvvet sifirdan biiyiilk olmalidir. Temas kuvveti f, sifirdan kiigiik oldugunda,
tekerlek kiitlesi yukari sigrayacaktir, bu da yayl kiitle birimi ile koprii arasindaki temas
kosulunun ihlal edildigi anlamina gelir. Bu boliimde, hareketli araglarin kopriiden
ayrilmasi i¢in herhangi bir degerlendirme yapilmayacaktir. Esitlik 4.40°1n ilk satirindan,

ikinci satirla birlikte temas kuvveti f, asagidaki gibi de ifade edilebilir:

fe=-p+myz + M,zZ, (4.43)

Esitlik 4.42 ve 4.43'e gore kiris elemaninin dinamik tepkisinin sadece p statik
agirhigindan degil, ayn1 zamanda dikey yonde hareket eden araglarin atalet etkilerinden

de etkilendigi goriilebilir[53].

4.3.2. Artimli Formda Eleman Denklemleri

Esitlik 4.40 ve Esitlik 4.42'de verilen sistem denklemleri, iki alt sistem, yani hareket
eden ara¢ ve devam eden koOprii arasindaki temas kuvveti f.'nin varlifindan dolayi,
baglantilidir, dogrusal degildir ve dogasi geregi zamana baghdir. Bu bdliimde,
dengelenmemis kuvvetleri ortadan kaldirmak icin her bir artimli adimda gergeklestirilen

yinelemelerle, hareket sistem denklemlerini ¢6zmek icin artimli bir yontem sunulacaktir.
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Sistem igin t zamanindan t + At ye kadar tipik bir artiml1 adim diisiiniin. Esitlik 4.40 ve
Esitlik 4.42'de sunulan bilesen denklemleri, sistemin t + At zamaninda deforme olmus

konumu i¢in olusturulan denklemler olarak yorumlanmalidir [53].

{z}t1ac = {2} + {42} (4.44)

burada {4z}, ele alinan zaman adimi sirasinda meydana gelen yayh kiitle biriminin yer
degistirme artiglarin1 gosterir. Esitlik 4.41°1 kullanarak, yayl kiitle esitligi (Esitlik 4.40)
artimli bigimde su sekilde yeniden yazilabilir:

[mynl{Zun}t + At + [kyn]{AZyn} s (4.45)
=p + kg((NHup} + 1) tear — 51

burada {qs};, son artimli adimin sonunda, yani t zamaninda hesaplanan yayl Kkiitle

biriminin i¢ diren¢ kuvvetlerini gosterir,

qs1t = (kvh + kb)zvht (4-46)

Esitlik 4.45'in sag tarafinda goriinen direng kuvvetleri {qs};ve ray diizensizlikleri
T¢,t+4¢ Meveut artan adimin baslangicinda bilinmelidir. Ancak, koprii yer degistirmeleri
{up s bilinmemektedir. Ara¢ denklemleri, asagida gosterilecek olan kopri
denklemleri ile birlestirilmistir. Benzer sekilde, mevcut zaman adiminda koprii yer

degistirmeleri i¢in asagidakiler yazilabilir:
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{upderar = {up}e + {4uy} (4.47)

burada {4u;}, mevcut artimli adim sirasinda koprii elemaninin yer degistirme artiglarini
gosterir. Esitlik 4.41 ve Esitlik 4.47 kullanilarak, Esitlik 4.42'de verilen koprii hareket

denklemleri artiml1 bi¢imde yeniden yazilabilir,

[Mpy 1{i} e 4ae + [[kb] + kB{Nc}<Nc>]{Aub}
(4.48)

= {Pb}tint — {N3kp(re — Z1)t4ae — [[kb] + kB{Nc}(Nc)]{ub}t

Dis yiikler {Pb};4a ve diizensizlik fonksiyonu 7.4, gibi esittir isaretinin sag
tarafindaki tiim terimlerin verildigi veya son zaman adiminda kullanima sunuldugu
durumlarda, tekerlek kiitle yer degistirmesi zj ., harig, koprii yer degistirmeleri
{uy}; olarak ifade edilir. Bu da yine koprii ve hareketli arag arasindaki baska bir baglanti

kaynagini temsil eder[53].

4.3.3. Araglar icin Esdeger Rijitlik Denklemi

Yayl kiitle birimi ve koprii eleman: i¢in Esitlik 4.45 ve Esitlik 4.48'den goriilebilecegi
gibi, iki sistem denklemi, birbirlerinin ¢6ziimiine bagli olduklarindan kuplajhdir.
Asagida, yayh kiitle esitligi (Esitlik 4.45) ilk olarak Newmark'in tek adimli sonlu fark
semas1 kullanilarak esdeger bir rijitlik esitligine doniistiiriilecektir. Esdeger sertlik
esitliginden, yayl kiitle biriminin yer degistirmeleri ¢oziilebilir ve daha sonra koprii
esitliklerine ikame edilebilir. Bunu yaparak, arag SD'leri ortadan kaldirilabilir ve temas
halindeki koprii elemaniinkilere yogunlastirilabilir. Newmark'in sabit ortalama ivmel,

yani kosulsuz kararlilig1 i¢in = 0.25 ve y = 0.5 olan  yontemine dayanarak
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ZYewae = (23 +{(A =} + v{Z3 i ac At
{Z}erae = {23 + (2348 + {(0.5 = P)(Z} + B{Z} s ac}AL? (4.49)

t + At aninda aracin ivme ve hizlarinin ¢oziilebildigi,

{Z}erae = aoldz} — ap {2}, — az{Z};

. : " . (4.50)
{Z}trac = {2}t + aslZ}e + a7{Z}t10e
katsayilar ve daha sonra goriinecek olanlar asagidaki gibi tanimlanir:
_ 1 ) _ L ) _ L )
0 =gz M T g Q2T oy
-1 _ Y _ _ Aty _
=g la=g 1’a5_2([>’ 2)’ (4.51)

ag = At(1 —vy), a; = yAt

Arac ivmeleri ve hizlar i¢in Esitlik 4.50'de verilen iliskilerle, yayh kiitle esitligi (Esitlik
4.45), esdeger bir rijitlik esitligi verecek sekilde ifade edilebilir:

(kyp + kp + agmyp)Azyp,
= (p + kp7e + kp{NHupDesar — st + e, (4.52)

Burada:

Ge1t = —Myp(azZyy + azZyp) (4.53)
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Esitlik 4.52'nin esittir isaretinin sag tarafindaki tim terimler, kopri yer degistirmeleri
harig, son artimli adimin sonunda verilmistir veya zaten bilinmektedir. Buna gore, yayl
kiitle biriminin {4z} yer degistirme artislar1 Esitlik 4.52'den ¢oziilebilir ve koprii yer
degistirmeleri {ub}t+At ile su sekilde iliskilendirilebilir:

1 1
Az, = — D (ky + aoMy,)(P + kpTeriar + kp{NHup}esar) — D (ds1,t

~ ~ 4.54
+ qel,t)aomvh + (qs.t + Qe,t) (kv) ( )
D, Esitlik 4.52'deki ara¢ denklemlerinin determinantini temsil eder,
D = kv + kB + aOmW (455)
Ve
et = (Ge1 + Ge2)t
(4.56)

dst = (QSI + QSZ)t = kBth,t

Esitlik 4.54, yayl kiitle SD'lerini koprii SD’lerine yogunlastirmak icin efendi-kdle
iliskisini temsil eder. Yang ve Lin tarafindan kullanilan yaklasik efendi-kole iliskisi ile
karsilastirildiginda, Esitlik 4.54'deki mevcut iliski basit, dogru ve acik olma avantajina
sahiptir. Esitlik 4.54, Newmark tipinin sonlu fark formiillerinin tanitilmasiyla
tiiretildiginden, tim ara¢ kopriisii etkilesim sistemi i¢in denklemlerin ¢oziimiinde ima
edilenle ayn1 dogruluk sirasina sahiptir ve bu da Newmark's f yontemi ile ¢oziilecektir.
Bu nedenle, asagida tiiretilen AKE 6g8esinin dogrulugu ve yakinsama ozellikleri higbir

zorluk olmadan temin edilebilir [53].
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4.3.4. Ara¢-Koprii Etkilesim Eleman

Zyt+at = Z1r + A4z; oldugu  bilinmektedir ve Az; i¢in esitlik 4.54'Un ilk satir
kullanilarak, t + At zamaninda kiris elemani i¢in yogunlastirilmis hareket esitlikleri

Esitlik 4.48'den yayl kiitle biriminin etkilesim etkisi ile tiiretilebilir,

[Ty I{ilpr Jt + At +[kp |{Aup,}

(4.57)
= ({pv}erac + {Pwltrar) — ({fs}t + [Eb]{ubr}t) ,
burada [Eb], yogunlastirilmis sistem igin rijitlik matrisidir,
b = a
[kb] - [kb] + kB D [mvhkvh + aOmvh]{Nc}(Nc) (4.58)

{pw s+ a: ray diizensizliklerinden ve balast sertliginden gelen katkilar dahil olmak tizere

tekerlekler tarafindan indiiklenen yiik hareketlerini belirtir,

1
= —kp [rc,t+At - (P + kBTc,t+At) D (ky + agmyp) | {N.} (4.59)

ve {f;}; yayli kiitle birimi ile iligkili diren¢ kuvvetlerini belirtir,
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1
{fs}e = kg [B (qsl,t + Qel,t)aomvh

(4.60)
+(C~15.t + C~Ie.t)(kvh) - Zl,t]{Nc}

Esitlik 4.57°de [lAc]{ub}t terimi, koprii elemaninin son zaman adiminda uyguladig: direng

kuvvetleri olarak yorumlanmalidir [53].

Esitlik 4.58'de verilen yogunlastirilmig sertlik matrisi [IE] esasen iki ana parga igerir. [k, ]
matrisi, koprii elemaninin kendisinden kaynaklanan etkilesimsiz kismi temsil eder.
Esitlik 4.58'deki geri kalan, yiikleme konumu x, nin bir fonksiyonu olan hareketli yayli
kiitle tarafindan indiiklenen etkilesim kismini temsil eder ve bu nedenle sekil fonksiyonu
{N_} tarafindan ima edildigi gibi zamana baglhdir. Bir zaman tanim alani1 analizinde, her
bir artimli1 adimda yalnizca ikinci (etkilesim) kisim giincellenmelidir. Rijitlik matrisinin
bu kismini tiim artan adimlar boyunca degismeden tutmak ve yaylh kiitle birimlerinin
hareket konumlarinin her bir zaman adiminin yalnizca ikinci kismini giincellemek igin
en uygun yol, hareketli ara¢ olmayan koprii i¢in oldugu gibi [k; ] matrislerini bir araya
getirmektir. Esitlik 4.57'de verilen denklemler, arag-koprii etkilesimi (AKE) eleman i¢in
tam olarak hareket denklemlerini temsil eder. Boyle bir elemani kullanarak, bir kiris
elemanina sadece bir yayli kiitle biriminin etki etmesine izin verilir. Her eleman i¢in izin
verilen maksimum uzunluk, herhangi iki tekerlek grubu arasindaki minimum bosluktan
daha biiyiik olmamalidir. Yukaridaki prosediir, tek bir kiris elemani iizerinde ayn1 anda
hareket eden iki veya daha fazla yayli kiitle birimi durumunu igerecek sekilde
genellestirilmisse, boyle bir kisitlama kaldirilabilir. Hareketli yiiklerin 6zel durumunu,
yani hareket eden araglarin atalet etkisinin ihmal edildigini diislintin. k,, = 0,m,, = 0
birakarak, Esitlik 4.55'den D = a,M, kg olarak determinant, Esitlik 4.46'dan direng
Kuvveti qs; ¢+ = kpz; ¢ ve Esitlik 4.53’den yayl kiitle kuvveti q.1, = 0. Ayrica, Esitlik

4.58 ve Esitlik 4.60'dan asagidakiler elde edilebilir: [k] = [kp], {ps}erac = PN} Ve
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{f;}t = {0} Sonug¢ olarak, Esitlik 4.57'de verilen yogun denklem asagidaki gibi

diizenlenebilir:

[Mpr] {iprderae + [kp]{dup,}
(4.61)

= {Pp}esar + PN} — [kp[{upr }e

Burada p{N.}terimi, tutarli diigiim yiikleri kavramina gore beklenebilecegi gibi,
hareketli yiikiin hareketini belirtir. Ote yandan, séniimleme katsayisim c,, ve tekerlek
takiminin kiitlesi m,, sifira esitlenerek ve aracin ve balastin rijitliklerine, yani k,, ve kg

ye ¢ok biiyiik bir say1 atanarak, hareketli kiitleye ulasilabilir [53].

Yukarida tiiretilen AKE elemani, eleman matrislerinde simetri ve bantlilik 6zelliklerini
korurken, ana eleman ile tam olarak ayni sayida SD'ye sahip oldugundan, tiim eleman
denklemlerinin ve ilgili degiskenlerin ayn1 global koordinatlara doniistiiriilmesi yoluyla,
yapmin her diigiim noktasindaki denge ve uyumluluk kosullarini hesaba katan
geleneksel eleman montaj prosediirii, hareket denklemlerini olusturmak i¢in tiim arag
koprii sistemlerine uygulanabilir. Yani, Esitlik 4.57 ile temsil edilen tim AKE
elemanlar1 ve hareketli araglarla temas halinde olmayan elemanlar ilizerinden dongii

yapilarak, yapi i¢in hareket denklemleri agagidaki gibi kurulabilir:

[Mbr]{Ubr}t+At + [Kp[{AUp} s ae = {Pp}t+ac — {Fplt
(4.62)

burada {U,};;4: zamaninda kopriiniin toplam yer degistirmelerini t + At ve {AU,} t

zamanindan t + At ye kadar kopriiniin yer degistirme artiglarin1 gosterir,
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(4.63)
{Ubr}t+At = {Ubr}t + {4 Ubr}

Sistem esitlikliginde (Esitlik 4.62), terimlerin her biri, kopriiniin yogunlastirilmis olanlar
da dahil olmak {izere kiris elemanlarinin tiim karsilik gelen terimleri {izerinde dongii
yapilarak birlestirilmistir. Bu nedenle, hem AKE elemanlarinin hem de ana elemanlarin
katkilarmin tekerlek yiikleri tarafindan dogrudan etkilenmedigi géz Oniine alindiginda,
[M,] kiitle matrisi ve [Kp] kOpriiniin rijitlik matrisi olarak yorumlanmalidir. Esitlik

4.62'nin sag tarafindaki dis yiikler {P,};,,; ve direng kuvvetleri {F},}; asagidaki gibi

olusturulmustur:
{Polsac = Z ({pp}esac + {Pwlesar) (4.643)
elm=1
Fle= D (e + [Ro]aw)e) (4.640)
elm=1

4.3.5. Yinelemelerle Artimh Dinamik Analiz

Newmark'in 8 yoOntemiyle, sistem esitligi (Esitlik 4.62), tipik bir zaman adimi igin
kopriiniin yer degistirme {AU,} ¢Oziilebildigi bir dizi esdeger sertlik denklemine
doniistiiriilebilir. Boyle bir prosediir tekrarlanarak toplam koprii ve arag tepkileri de
hesaplanabilir. Artimli yaklagimin dogrulugu, asagida sunulacak yinelemeli bir

prosediiriin dahil edilmesiyle arttirtlabilir [53].
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4.3.6. AKE Sistemi icin Esdeger Sertlik Denklemleri

Her seyden Once, kopriiniin t + At zamanindaki ivmeleri ve hizlari, Esitlik 4.50'de
verilenlere benzer Newmark tipi sonlu fark formiilleri kullanilarak {AU,} ve kopriiniin t

zamanindaki yer degistirme artiglariyla araglar i¢in oldugu gibi iliskilendirilebilir [53].

{Ubr}t+At = aO{A Ubr} - aZ{Ubr}t - a3{Ubr}t

. . . ) (4.65)
{U}t+At - {U}t T a6{U}t T a7{U}t+At'

Esitlik 4.65'deki ifadelerin degistirilmesiyle, sistem esitligi (Esitlik 4.62) asagidaki

esdeger sertlik denklemlerini verecek sekilde ifade edilebilir:

[Eb]t+At{AUbr} = {Po}ltsar — {fb}t (4.66)

etkin rijitlik matrisi [K), ], burada

[Ko],,,, = @o[Mp] + [Kp] (4.67)

ve etkin direng kuvveti vektorii {Fb}t
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{Fo}, = (Fode + My] ({0}, + as{Un},) (4.68)

Artimli analizde yeterince kiiclik zaman adimlar1 kullaniliyorsa, hem etkin rijitlik matrisi
[Eb]tm hem de yiik vektdrii {Pp}¢4 4, her zaman adiminda sabit olarak kabul edilebilir

[53].

Daha once bahsedildigi gibi, tiirevde yer alan yogunlastirma prosediirii de dahil olmak
tizere esdeger sertlik esitliginin (Esitlik 4.66) dogruluk sirasi, Esitlik 4.49'da verilen
Newmark tipi formiillerde belirtilenle aynidir. Pratikte karsilagilan arag-koprii etkilesim
problemlerinin ¢ogu i¢in, mevcut yaklasimin dogrulugu tatmin edicidir ve makul dlgiide
kiigiik zaman artislart At secilmesi kosuluyla higbir yineleme gerekli degildir. Bu
durumda, kopriiniin yer degistirme artiglar1 {AU,} dogrudan Esitlik 4.66'dan ¢oziilebilir,
bu daha sonra Esitlik 4.63 ile ikame edilerek toplam {U,}:,4; yer degistirmeleri elde

edilir. Esitlik 4.65 t + At zamaninda kopriiniin {zib}t+At ivmelerini ve {U }HM hizlarimi

verir. Buna gore, kopriiniin her bir elemaninin, yani {up }¢4as, {Up}eeac Ve {U, H+At yer
degistirmeleri, hizlar1 ve ivmeleri hesaplanabilir. Geriye dogru ikame ile, yayh kiitle
biriminin {Az}yer degistirme artislar1 Esitlik 4.54'den hesaplanabilir, bununla birlikte
yayl kiitle biriminin t + At zamanindaki toplam tepkisi Esitlik 4.44 ve Esitlik 4.50'den
hesaplanabilir. Bu, t 'den t + At ye kadar mevcut zaman adimi i¢in analiz dongiisiini
tamamlar. Bir not olarak, arag ivmesi {Z}, trenle tasinan yolcular igin siiriis konforunun

bir 6l¢iisti olarak ifade edilir [53].

Daha once belirtildigi gibi, AKE elemanina yol agan ara¢ S'lerinin yogusmasi eleman
seviyesinde gerceklestirilir. Bunu, eleman olanlardan yapisal matrisleri birlestirmek i¢in
geleneksel prosediiriin  dogrudan uygulanabilecegini takip eder. Bu nedenle, yapi

seviyesinde yogusma gerceklestiren veya hi¢ yogusma olmayan yaklasimlarla
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karsilagtirildiginda, programlama ve hesaplama icin gereken ¢aba minimumdur. Boyle
bir avantaj, bir dizi hareketli ara¢ ylikiine maruz kalan kopriilerin incelenmesinde daha
acik hale gelir. Bu gibi durumlarda, ihtiya¢ duyulan sey, treni olusturan vagonlarin her
bir tekerlek yiikiiniin hareket pozisyonunu her zaman adiminda belirlemek i¢in uygun bir
defter tutma semasidir. Burada tiiretilen VBI 6gesinin, yalnizca diizenli araliklarla ve
sabit biylikliikteki vagonlarin modellenmesi icin degil, ayn1 zamanda karayolu
kopriilerinden rastgele bir trafik akisi olusturan farkli biiyiikliikteki araglar i¢in de
gegerli oldugu belirtilmelidir [53].

4.3.7. Yineleme Prosediiri

Araclarin  kopriiden gecisi sirasinda, araglar zaman zaman hareket konumlarini
degistiren etkilesim veya temas kuvvetleri araciligiyla bir yandan kopriiyli harekete
gecirir; Ote yandan, koprii, temas kuvvetlerinin yani sira sapma yoluyla da araglarmn
davranigin1 etkiler. BoOyle bir fenomen, yalnizca artimli nitelikteki prosediirlerle
coziilebilen tipik bir dogrusal olmayan etkilesim problemidir. Hareketli ara¢ yiikleri
altinda yer degistirmesi kii¢iik kabul edilebilecek kopriiler i¢in, her bir artimli adimda
yineleme yapilmasina gerek yoktur. Ancak, hareketli ara¢ yiikleri altinda yer
degistirmeleri kiigiik olarak kabul edilemeyen kopriiler icin, her artan adim i¢in yapisal
diigiimlerdeki dengesiz kuvvetlerin kaldirilmasi i¢in yinelemeler yapilmalidir. Asagida

yinelemeler i¢in prosediiriin bir 6zeti verilmistir [52].

Iterasyonlarin gerceklestirilmesi amaciyla, artan bigimde sunulan Esitlik 4.66'daki AKE
sisteminin esdeger sertlik denklemleri, yineleme oOzelligini icerecek sekilde

degistirilmelidir, yani,

Ko, (AU} = Poderas — (Foo s, (4.69)
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her semboliin iizerindeki sag iist simge i, gegerli yineleme sayisini gosterir. Esitlik
4.69'un sag tarafi ilk yineleme (i = 1) i¢in dis yiik artigslar1 ve sonraki yinelemeler
(i = 2) i¢in sistem dengesiz kuvvetleri olarak yorumlanmalidir. Baslangigta artimli
bicimde sunulan bir denklemi, yinelemeli 6l¢ii igeren bir denklemde degistirme felsefesi,
baslangicta t zamani ile iliskilendirilen tiim terimlerin, mevcut artimli adim ve orijinal
olarak t +At zaman ile iligkili tiim terimler, mevcut, yani i., yinelemeli adim igin
olanlardir. Ornegin, Esitlik 4.68'deki direngli kuvvet vektorii, i > 2 olan yinelemeli

adimlar icin asagidaki gibi degistirilmelidir:

(Fol, = Fodihe + M1 (ax{Ub) )+ as{U).)) (4.70)

Esitlik (6.30), ¢cok sayida dogrusal olmayan problemin incelenmesinde karsilasilan tipik
bir dogrusal olmayan denklemi temsil eder. Bu tiir sorunlar1 ¢c6zmek i¢in, sabit yiiklerde

yinelemeler gerceklestiren degistirilmis Newton-Raphson yontemi kullanilabilir [52].

Sistem esitliginin (Esitlik 4.69) baslangi¢ kosullar: (i = 1igin)

(ol = ol

(4.71)

{Upr}2iae = (Uprt

— 1
Burada {F }t Esitlik 4.68'de verilmistir ve sag list simge [ Onceki artigh veya zaman

adiminin son yinelemesini gosterir. Buna gore, sistem esitligi (Esitlik 4.69), mevcut

artimlt adimin ilk yinelemesi (yani, i = 1) i¢in agsagidaki denkleme indirgenir:
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K], (AU = Py — (Fo), (4.72)

Burada, etkin rijitlik matrisi [E]Hm'nin, degistirilmis Newton-Raphson yontemi
kullanilarak yapilan yinelemeler icin giincellenmesi gerekmeyen her bir artimli adimda
sabit kaldig1 belirtilmelidir Her yinelemeli adim i¢in, kdpriiniin yer degistirme artiglar
{AU,} Esitlik 4.69'dan ¢oziilebilir. Buna gore, mevcut yinelemeli adim igin kdpriiniin

toplam yer degistirmeleri su sekilde toplanabilir:

{Upr Yy ae = (Upr3ighe + (AU} (4.73)

Kopriiniin ivmesi ve hizi, iterasyon oOzelligi dikkate alinarak Esitlik 4.65'den

hesaplanabilir, yani,

i—-1 i-1

{Ubr};_At = a,{4Up,}' = ax{Ui},, ,, = @s{Ubr},

(4.74)

-qi-1

. [ . -1 .
{Ubr}::mt - {U}t+At T a6{Ubr}:r+At + a7{Ubr};+At

Kopriiniin  global koordinatlardaki {U,}, 4, yer degistirmeleri elde edildiginde,
kopriiniin her bir elemant igin {u,}t, 5, yer degistirmeleri buna gore hesaplanabilir. Arag
yer degistirme artislar1 {Az}¢, Esitlik 4.54'den, t + At alt simgeli terimleri iteratif adimla
iligkili terimler ve t alt simgeli terimleri (i — 1) yinelemeli adim ile iligkili terimler

olarak ele alarak hesaplanabilir. Yayh kiitle biriminin iteratif adim i¢in toplam tepkileri,
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Esitlik 4.44 ve Esitlik 4.50'den baslangic kosullar1 {z}?, ,, = {z}} ile asagidaki gibi

belirlenebilir:
{Ztsae = {B5ae + {42} (4.75a)
{Z}i+At = qo{4z}' - az{Z.}Ei\t - a3{2};1\t (4.75Db)
{ZYerae = (Yi5he + aslD 0 + ar{Z i ne (4.75c)

4.4. DOGRULAMA VE YONTEMLERIN KARSILASTIRILMASI

Bu boliimde, Esitlik 4.9 ve Esitlik 4.10'dan elde edilen tek serbestlik dereceli ara¢ koprii
modelinin PD ¢6ziimii, sonlu eleman ve yar1 analitik ¢oziim ile karsilastirilmistir.
Karsilastirmada yineleme i¢in ii¢ farkli zaman araligi, At; = 0,01s, At, = 0,001s ve

At; = 0,0001s segilmistir.

Ornek uygulamada koprii icin asagidaki ozellikler [21] benimsenmistir: kesit alani
A = 2.0 m?, eylemsizlik momenti I = 0.12 m*, elastik modiilii E = 2.75 x 101°N /m,
uzunluk L = 25 m ve birim uzunluktaki agirlik m;, = 4800kg/m . Aracin varsayilan
kiitlesi m,,,, = 1200kg ve yay sabiti = k,, = 500,000 N /m, olusacak titresim frekansi
ise wy,, = 20.41rad/s.

Agirlik fonksiyonu Esitlik 4.20, her noktanin ailesi i¢indeki maddi noktalar arasindaki
yerel olmama derecesini belirler. Herhangi bir boyutsuz agirlik fonksiyonu matematiksel

olarak kabul edilebilir; ancak, gergekte, iginde agirlik fonksiyonunun akiciligi, artan
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mesafelerle etkilesimin derecesindeki azalmayi ve fiziksel bir olayr tanimlayan
diferansiyel denklemin 6zelliklerini yansitmalidir. Bir sinirlama olmamakla birlikte, tim
uygulamalarin ¢oziimiinde agirlik fonksiyonu Gauss dagilimi seklinde su sekilde

belirtilmistir:

w(|€]) = e~ @IE1/8) (4.40)

Bu 6zel bicim, malzeme noktalar1 arasindaki etkilesimin derecesini belirtmek i¢in
gercekei bir yol saglar ve hem hesaplama dogrulugunu hem de kararlilig: artirir. Aracin
kiristen v,, = 10 m/s hizinda gectigi durumda, aracin At; = 0,01s, i¢in digey yer
degistirmeleri Sekil 4.2'de verilmistir. Sonuglar incelendiginde PD ¢6ziimiiniin yari
analitik ¢ozlime ¢ok yakin sonuglar verdigi ve bu zaman araliginda sonlu eleman
yonteminin yetersiz kaldigir goriilmektedir. Sekil 4.3'te At; = 0,01s, i¢in kopriiniin

diisey yer degistirmeleri ayr1 ayr1 verilmistir

Yer Degistirme (m)

0.0004

0.0002

-0.0002

-0.0004

-0.0006

-0.0008

-0.001

-0.0012

-0.0014 f—

-0.0016
0

Zaman (sn)

Sekil 4.2. At, i¢in aracin diisey yer degistirme tepkisi.
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Yer Degistirme (m)

LR L —

litik Gazim
- mi
— © —SEY Gézimil

0.0002 — —

0.0004

-0.0002

-0.0004

-0.0006

-0.0008

0001

-0.0012

0.0014 — =

-0.0016
0

Zaman (sn)

Sekil 4.3. At i¢in kopriiniin orta noktasinin dikey yer degistirme yaniti.

Ayni sekilde PD ¢oziimii yar1 analitik ¢oziime ¢ok yakin sonuglar verirken, bu zaman

araliginin sonlu eleman yontemi i¢in yetersiz oldugu goriilmektedir.

Lam—n)
0.004 i

Yarw-Analitik Gézim
— % = PD Gaziimii
= © =SEY Gbzimil

0.003

0.002

0.001

Hiz (mis)

-0.001

-0.002

-0.003

Zaman (sn)

Sekil 4.4. At, i¢in aracin dikey hiz yaniti.
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Ayrica aracin diisey dogrultudaki hiz (Sekil 4.4) ve ivme (Sekil 4.5) egrisi At; igin
incelendiginde sonlu elemanlar yonteminin sonu¢ vermedigi, aksine PD ¢dziimiiniin yar1
analitik ¢6ziime gore daha iyi sonug¢ verdigi goriilmektedir. At; zaman araliginda
kopriiniin dikey yondeki hiz Sekil 4.6 ve ivme Sekil 4.7 tepkileri incelendiginde, PD
¢Ozlimiinlin yar1 analitik ¢6ziime daha iyi yakinsadigi, son eleman yOnteminin ise

belirtilen zaman araliginda herhangi bir sonug iiretmedigi goriilmektedir.

Ayn1 zamanda At, i¢in arag tizerindeki diisey yer degistirme, hiz ve ivme grafikleri Sekil
4.8'da gosterilmistir. Sonuglar incelendiginde PD ¢6zlimiiniin sonlu eleman ¢ozlimiine
gore analitik ¢dziime daha yakin oldugu goriilmektedir. Ote yandan, At, i¢in kopriiniin
diisey yer degistirme, hiz ve ivme grafikleri incelendiginde, PD ¢oziimiinin Sekil
5.1'daki yar1 analitik ¢6ziime daha iyi yakinsadigi goriilmektedir. Bu calismada yari
analitik ¢oziimde yaklagik hatanin belirlenmesinde global hata yaklagimi tercih
edilmistir. Yakinsama kriterleri, asagidaki sekilde tanimlandigir gibi kiiresel bir hata

Olctistine [29] dayanmaktadir.

ivme (mis%)

0 05 1 15 2 25
Zaman (sn)

Sekil 4.5. At, i¢in aracin dikey ivme yaniti.
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0.004.

0.003

0.002

0.001

E g
o0 I I I I
0 05 1 saman ) 15 2 25
Sekil 4.6. At i¢in kopriiniin orta noktasinin dikey hiz yanit.

0.01

003

Zaman (sn)

Sekil 4.7. At, i¢in kopriiniin orta noktasinin dikey ivme yaniti.
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K
11 Z e _ (c)]z (4.41)

e ve c lst simgeleri sirastyla kesin ve sayisal ¢oziimleri ifade eder. K parametresi,
etki alanindaki toplam esdizim noktasi sayisini temsil eder. Koprii iizerinde hareket
eden aracin dinamik tepkilerinin Peridinamik Diferansiyel Operatorii ve sonlu
eleman yontemine gore hata analizi Cizelge 4.1'de verilmistir. Tablo incelendiginde
PD ¢6zimiinin hata oranlarinin sonlu elemanlar yéntemine gore daha disiik oldugu
gorilmektedir. Benzer sekilde Cizelge 4.2'den kopriinlin dinamik tepkilerinin hata
analizine bakildiginda PD ¢0zlimiiniin hata oranlarinin sonlu elemanlar yontemine

gore daha diisiik seviyelerde oldugu goriilmektedir.

55



Cizelge 4.1. Arag i¢in PD ve SEY sonuglarinin dinamik yanitlarinin hata oranlari.

HATALAR%
CEVAP
_ Aracm Dikey Yer 0.623532 0.423538 0.407682
degistirmesinin PD Coziimii
Aracin Dikey Hizinin PD 0.085212 0.071753 0.070283
Cozimii
Aracn Dikey Ivmesinin PD 0.090064 0.0903 0.088287
Coziimii
_ Aracn Dikey Yer 0 1.070004 1.067242
degistirmesinin SEY Cozliimii
Aracin leie.:y“ngmm SEY - 0.079332 0.076914
Coziimii
Aracin Dikey [vmesinin SEY 0.09233 0.088658

Cozimii

Cizelge 4.2. Koprti i¢in PD ve SEY sonuclarinin dinamik yanitlarinin hata oranlari.

HATALAR%
CEVAP
At, At, At,
Kopriiniin Dikey Yer 0.623532 0.423538 0.407682
degistirmesinin PD Coziimii
Kgpriiniin Dikey Hizinn PD 0.085212 0.071753 0.070283
Coziimii
Kopriiniin Dikey Ivmesinin PD 0.090064 0.0903 0.088287
Cozimii
_ Kopriiniin Dikey Yer 0 1.070004 1.067242
degistirmesinin SEY Cozliimii
Kpriiniin Dikey Hizinin SEY 0 0.079332 0.076914
Cozimii
Kopriiniin Dikey Ivmesinin SEY - 0.09233 0.088658

Cozimu
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Sekil 4.8. Aracin At, i¢in dikey yerdegistirme (a), hiz (b) ve ivme (c) cevabi.
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BOLUM 5

SONUCLAR VE TARTISMA

Bu calismada, tek serbestlik dereceli ara¢ koprii etkilesiminin dinamik tepkilerinin
elde edilmesinde yar1 analitik ¢6ziim ile Peridinamik Diferansiyel Operator ve sonlu
eleman yonteminin karsilastirilmasi yapilmistir. Son eleman yontemi i¢in yapilan
calismalar 1s183inda Newmarkf yontemi tercih edilmis ve bu dogrultuda sirasiyla
B = 0.25 ve y = 0.25 katsayilar1 belirlenmistir. Yineleme i¢in A;= 0.01s, A,=
0.001 s ve A;= 0.0001 s olmak {izere li¢ farkli zaman aralig1 belirlenerek, aracin ve
koprii orta noktasinin yer degistirme, hiz ve ivme tepkileri dikey yoOnde

gbzlemlenmistir.

Hata analizi i¢in global hata dl¢timii kullanilmis ve aracin diisey dogrultudaki yer
degistirme, hiz ve ivme tepkilerinin PD ¢oziimiinde sirasiyla %0.623532
%0.085212 ve %0.090064 oranlarinda yar1 analitik bir ¢oziime yakinsadigi
belirlenmistir. Ayn1 zaman araliginda sonlu eleman ydnteminin sonu¢ vermedigi
ortaya cikti. Benzer sekilde PD ¢oziimiinde koprii orta noktasinin ilk zaman araligi
icin %0.255793, %0.077149 ve %0.119281 oranlarinda yar1 analitik ¢oziime

yakinsadig1, sonlu elemanlarin tekrar sonug vermedigi goriilmiistiir.
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Sekil 5.1. Kopriiniin orta noktasinin At, i¢in dikey yer degistirme (a), hiz (b) ve ivme
(c) cevabu.

Ikinci ve iiglincii zaman araliklarinda arag ve kdprii orta noktasinin dinamik tepkisi
incelendiginde, PD ¢o6ziimiin sonlu elemanlar yontemine gore daha diisiik hata
oraniyla daha iyi sonu¢ verdigi goriilmiistiir. Sonuglar 1s18inda Peridinamik
Diferansiyel Operatoriin sonlu elemanlar yontemine gore daha dogru sonug verdigi

ortaya ¢ikmaistir.
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