
 

 

 

 

 GERÇEK ZAMANLI PERĠDĠNAMĠK DĠFERANSĠYEL 
OPERATÖR YARDIMIYLA OLUġTURULAN 

HAREKETLĠ KÜTLE MODELĠNĠN TĠTREġĠMLERĠNĠN 
MODELLENMESĠ VE ANALĠZĠ 

 
 
 
 

Ahmet Yasir YENĠAYDIN 
 
 
 
 

2022 
YÜKSEK LĠSANS TEZĠ 

MEKATRONĠK MÜHENDĠSLĠĞĠ 
 
 
 
 

Tez DanıĢmanı 
Dr. Öğretim Üyesi Cihan MIZRAK



GERÇEK ZAMANLI PERĠDĠNAMĠK DĠFERANSĠYEL OPERATÖR 

YARDIMIYLA OLUġTURULAN HAREKETLĠ KÜTLE MODELĠNĠN 

TĠTREġĠMLERĠNĠN MODELLENMESĠ VE ANALĠZĠ 

 

 

 

 

Ahmet Yasir YENĠAYDIN 

 

 

 

 

T.C. 

Karabük Üniversitesi 

Lisansüstü Eğitim Enstitüsü 

Mekatronik Mühendisliği Anabilim Dalında 

Yüksek Lisans Tezi 

Olarak HazırlanmıĢtır 

 

 

 

 

Tez DanıĢmanı 

Dr. Öğretim Üyesi Cihan MIZRAK 

 

 

 

KARABÜK 

Ağustos 2022 

 

 

 



ii 

 

Ahmet Yasir YENĠAYDIN tarafından hazırlanan "GERÇEK ZAMANLI 

PERĠDĠNAMĠK DĠFERANSĠYEL OPERATÖR YARDIMIYLA OLUġTURULAN 

HAREKETLĠ KÜTLE MODELĠNĠN TĠTREġĠMLERĠNĠN MODELLENMESĠ VE 

ANALĠZĠ" baĢlıklı bu tezin Yüksek Lisans Tezi olarak uygun olduğunu onaylarım. 

 

 

Dr. Öğr. Üyesi Cihan MIZRAK                                                           .......................... 

Tez DanıĢmanı, Mekatronik Mühendisliği Anabilim Dalı 

 

 

 

Bu çalıĢma, jürimiz tarafından oy birliği ile Mekatronik Mühendisliği Anabilim 

Dalında Yüksek Lisans Tezi olarak kabul edilmiĢtir.  31/08/2022  

 

 

 

Ünvanı, Adı SOYADI (Kurumu)  Ġmzası 

 

BaĢkan : Doç. Dr. M. Hüseyin ÇETĠN (KTÜN) .......................... 

 

Üye : Dr. Öğr. Üyesi Ramazan ÖZMEN (KBÜ) .......................... 

 

Üye : Dr. Öğr. Üyesi Cihan MIZRAK (KBÜ) .......................... 

 

 

  

 

KBÜ Lisansüstü Eğitim Enstitüsü Yönetim Kurulu, bu tez ile, Yüksek Lisans 

derecesini onamıĢtır. 

 

            

Prof. Dr. Hasan SOLMAZ  .......................... 

Lisansüstü Eğitim Enstitüsü Müdürü 

 



iii 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

“Bu tezdeki tüm bilgilerin akademik kurallara ve etik ilkelere uygun olarak elde 

edildiğini ve sunulduğunu; ayrıca bu kuralların ve ilkelerin gerektirdiği şekilde, bu 

çalışmadan kaynaklanmayan bütün atıfları yaptığımı beyan ederim.” 

 

 

Ahmet Yasir YENĠAYDIN 

 



iv 

 

ÖZET 

 

Yüksek Lisans Tezi 

 

GERÇEK ZAMANLI PERĠDĠNAMĠK DĠFERANSĠYEL OPERATÖR 

YARDIMIYLA OLUġTURULAN HAREKETLĠ KÜTLE MODELĠNĠN 

TĠTREġĠMLERĠNĠN MODELLENMESĠ VE ANALĠZĠ 

 

Ahmet Yasir YENĠAYDIN 

 

Karabük Üniversitesi 

Lisansüstü Eğitim Enstitüsü 

Mekatronik Mühendisliği Anabilim Dalı 

 

Tez DanıĢmanı:  

Dr Öğretim Üyesi, Cihan MIZRAK 

Ağustos 2022,  67 sayfa 

 

Bu çalıĢmada, tek serbestlik dereceli Araç Köprü EtkileĢiminin (AKE) dinamik 

cevaplarını elde etmek için Peridinamik Diferansiyel Operatör (PDO) ve Sonlu 

Elemanlar Yönteminin (SEY) yarı analitik çözüm üzerinden karĢılaĢtırılması 

yapılmıĢtır. Sonlu elemanlarının uygulanmasında Newmark Beta yöntemi tercih 

edilmiĢtir. Aracın dikey doğrultuda yer değiĢtirme, hız ve ivme cevapları ile köprü 

orta noktasının dikey yönde yer değiĢtirme, hız ve ivme cevapları için üç farklı 

zaman aralığı sırasıyla          ,             ve             seçilmiĢtir. 

Nümerik çözüm ile yarı analitik çözüm arasındaki hatanın tespitinde global hata 

ölçüm yöntemi uygulanmıĢtır. Bu hata yöntemine göre aracın düĢey doğrultudaki yer 

değiĢtirme, hız ve ivme tepkilerinin PDO yöntemine göre           için  oranları 

sırası ile %0.623532, %0.085212 ve %0.090064 ile yarı analitik bir çözüme 

yakınsadığı tespit 
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edilmiĢtir. Aynı zaman aralığında SEY’nin sonuç vermediği ortaya çıkmıĢtır. Benzer 

Ģekilde köprünün orta noktasının dikey yöndeki yer değiĢtirme hız ve ivme 

cevaplarının PDO yöntemine göre           için sırasıyla %0.255793 %0.077149 

ve %0.119281 hata oranları bulunurken SEY yine bu zaman aralığında çözüm 

vermemiĢtir. Aracın ve köprü orta noktasının             ve             için 

dinamik tepkileri incelendiğinde de, PDO yöntemine göre elde edilen dinamik 

cevapların SEY göre daha düĢük hata oranı ile yarı analitik çözüme yakınsadığı elde 

edilmiĢtir. ÇalıĢma ile PDO yönteminin SEY’ne göre daha kısa sürede daha doğru 

sonuçlar ürettiği ortaya çıkarılmıĢtır. 

 

Anahtar Sözcükler : Araç-köprü etkileĢim, sonlu elemanlar yöntemi, peridinamik 

diferansiyel operatör 

Bilim Kodu  : 92903      
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Asst. Prof. Dr., Cihan MZRAK 
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In this study, the comparison of the Peridynamic Diferential Operator (PD) and 

Finite Element Method (FEM) over the semi-analytical solution was performed to 

obtain the dynamic responses of the single degree of freedom Vehicle Bridge 

Interaction (VBI). Newmark Beta method was preferred to apply the finite elements. 

for the iterations of the displacement, velocity and acceleration responses of the 

vehicle, three diferent time intervals           ,            and     

         are selected respectively and the bridge mid-point in the vertical direction 

were obtained as to these time intervals. For the first time interval, global error 

measurement was used for the error analysis and it was determined that the 

displacement, velocity and acceleration responses of the vehicle in the vertical 

direction converged to a semi-analytical 
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solution in the PD form with error rates of 0.623532 %, 0.085212 % and 0.090064 

%, respectively. It was revealed that the finite element method within the same time 

interval did not yield any results. Similarly, it was found that the midpoint of the 

bridge was converted to the semi-analytical solution in the PD form with the error 

rates of 0.255793 % 0.077149 %  and 0.119281 % for the first time interval, while 

the finite elements did not give any result again. When the dynamic responses of the 

vehicle and bridge midpoint at the second and third time intervals were examined, it 

was found that the PD solution gave better results with a lower error rate with respect 

to finite element solution. In the light of the results, it turns out that the peridynamic 

diferential operator produces more accurate results in a shorter time when compared 

with the finite element method. 

 

Key Words : Vehicle-bridge interaction, finite element method, peridynamic 

differantial operatör. 

Science Code : 92903 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



viii 

 

TEġEKKÜR 

 

Bu tez çalıĢmasının planlanmasında, araĢtırılmasında, yürütülmesinde ve 

oluĢumunda ilgi ve desteğini esirgemeyen, engin bilgi ve tecrübelerinden 

yararlandığım, yönlendirme ve bilgilendirmeleriyle çalıĢmamı bilimsel temeller 

ıĢığında Ģekillendiren sayın hocam Dr. Öğretim Üyesi Cihan MIZRAK’a sonsuz 

teĢekkürlerimi sunarım.  

 

Sevgili ailem Ramazan YENĠAYDIN, Vasfiye YENĠAYDIN, Gökçağ Ayaz 

YENĠAYDIN ve sevgili eĢim Hilal YENĠAYDIN’a maddi, manevi hiçbir yardımı 

esirgemeden yanımda oldukları için tüm kalbimle teĢekkür ederim. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ix 

 

ĠÇĠNDEKĠLER 

Sayfa 

KABUL ........................................................................................................................ ii 

ÖZET........................................................................................................................... iv 

ABSTRACT ................................................................................................................ vi 

TEġEKKÜR .............................................................................................................. viii 

ĠÇĠNDEKĠLER ........................................................................................................... ix 

ġEKĠLLER DĠZĠNĠ ..................................................................................................... xi 

ÇĠZELGELER DĠZĠNĠ .............................................................................................. xii 

SĠMGELER VE KISALTMALAR DĠZĠNĠ ............................................................. xiii 

 

BÖLÜM 1 .................................................................................................................... 1 

GĠRĠġ ........................................................................................................................ 1 

 

BÖLÜM 2 .................................................................................................................... 4 

LĠTERATÜR TARAMASI ...................................................................................... 4 

2.1. HAREKETLĠ YÜK MODELĠ ...................................................................................... 4 

2.2. HAREKETLĠ KÜTLE MODELĠ ................................................................................ 5 

2.3. HAREKETLĠ OSĠLATÖR MODELĠ ........................................................................ 6 

2.4. EULER-BERNOULLI KĠRĠġĠNĠN DĠNAMĠK ANALĠZĠ ................................. 8 

 

BÖLÜM 3 .................................................................................................................. 12 

HAREKETLĠ KÜTLE VE KÖPRÜ ETKĠLEġĠMĠNĠN MATEMATĠKSEL 

MODELĠ ................................................................................................................. 12 

3.1. HAREKETLĠ KÜTLE MATEMATĠKSEL MODELĠ........................................ 12 

3.2. EULER-BERNOULLI KĠRĠġĠNĠN MATEMATĠKSEL MODELĠ ............... 13 

3.2.1. Elastik Eğri ............................................................................................. 13 

3.2.2. Hareket Denklemi .................................................................................. 15 

3.3. PERĠDĠNAMĠK DĠFERANSĠYEL METODU ..................................................... 20

 



x 

 

Sayfa 

BÖLÜM 4 .................................................................................................................. 24 

SAYISAL DOĞRULAMA VE NÜMERĠK ÇÖZÜM ........................................... 24 

4.1. HAREKETLĠ YÜK - KÖPRÜ ETKĠLEġĠMĠN MATEMATĠKSEL 

MODELĠ ................................................................................................................................... 24 

4.2. AYRIKLAġTIRMA ...................................................................................................... 29 

4.3. SONLU ELEMANLAR YÖNTEMĠ ........................................................................ 34 

4.3.1. Araç ve Köprü Ġçin Hareket Denklemleri .............................................. 34 

4.3.2. Artımlı Formda Eleman Denklemleri .................................................... 36 

4.3.4. Araç-Köprü EtkileĢim Elemanı .............................................................. 41 

4.3.5. Yinelemelerle Artımlı Dinamik Analiz .................................................. 44 

4.3.6. AKE Sistemi için EĢdeğer Sertlik Denklemleri ..................................... 45 

4.3.7. Yineleme Prosedürü ............................................................................... 47 

4.4. DOĞRULAMA VE YÖNTEMLERĠN KARġILAġTIRILMASI ................... 50 

 

BÖLÜM 5 .................................................................................................................. 59 

SONUÇLAR VE TARTIġMA .................................................................................. 59 

KAYNAKLAR .......................................................................................................... 62 

 

ÖZGEÇMĠġ ............................................................................................................... 67 

 



xi 

 

ġEKĠLLER DĠZĠNĠ 

Sayfa 

ġekil 3.1. Hareketli yük modeline ait Ģematik gösterim ............................................ 13 

ġekil 3.2. Elastik eğri ................................................................................................. 14 

ġekil 3.3. KiriĢin eksene dik hareketi......................................................................... 16 

ġekil 3.4. KiriĢ elemanının serbest cisim diyagramı .................................................. 17 

ġekil 3.5. Peridinamik teori ve klasik teorinin karĢılaĢtırılması [47] ......................... 20 

ġekil 3.6. Malzemedeki herhangi bir noktaya etki eden kuvvetlerin Peridinamik    

teorisinde gösterimi [47] ............................................................................................ 21 

ġekil 3.7. Klasik sürekli ortamlar mekaniğinde malzemedeki herhangi bir noktaya 

etki eden kuvvetlerin (T) gösterimi [47] .................................................................... 21 

ġekil 4.1. Basitçe desteklenen bir köprü üzerinde hareket eden yaylı kütle .............. 24 

ġekil 4.2.     için aracın düĢey yer değiĢtirme tepkisi .............................................. 52 

ġekil 4.3.       için köprünün orta noktasının dikey yer değiĢtirme yanıt ................. 52 

ġekil 4.4.      için aracın dikey hız yanıtı ................................................................. 53 

ġekil 4.5.      için aracın dikey ivme yanıt ............................................................... 54 

ġekil 4.6.      için köprünün orta noktasının dikey hız yanıt .................................... 54 

ġekil 4.7.      için köprünün orta noktasının dikey ivme yanıtı ................................ 55 

ġekil 4.8. Aracın      için dikey yerdeğiĢtirme (a), hız (b) ve ivme (c) cevabı ......... 58 

ġekil 5.1. Köprünün orta noktasının      için dikey yer değiĢtirme (a), hız (b) ve 

ivme (c) cevabı ........................................................................................................... 61 

 

 

 

 

 

 

 



xii 

 

ÇĠZELGELER DĠZĠNĠ 

Sayfa 

Çizelge 4.1. Araç için PD ve SEY sonuçlarının dinamik yanıtlarının hata oranları .. 57 

Çizelge 4.2. Köprü için PD ve SEY sonuçlarının dinamik yanıtlarının hata oranları 57 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



xiii 

 

SĠMGELER VE KISALTMALAR DĠZĠNĠ 

 

SĠMGELER 

 

E  : elastiklik katsayısı 

    : kiriĢin eğilmeye karĢı mukavemeti 

     : z ekseni etrafında zorlanan kiriĢin eğilmeye karĢı mukavemeti 

   : köprü üzerine etki eden kuvvet 

I : atalet momenti 

    : z ekseni etrafında zorlanan kiriĢin atalet momenti 

    : aracın yay sabiti 

    : köprü uzunluğu 

M : moment 

    : kiriĢin z ekseni etrafındaki momenti 

    : aracın kütlesi 

 ̅   : köprünün kütlesi 

    : eleastik eğrilik 

R : hız parametresi 

    : aracın hızı 

    : köprünün titreĢim frekansı 

    : aracın titreĢim frekansı 

    : köprünün dikey yer değiĢtirmesi 

    : aracın dikey yer değiĢtirmesi 

   : zaman değiĢimi 

    : kiriĢin otra açıklığının static sapması 

   : bilinmeyen vektörün keyfi varyasyonu 

 

 

 

 



xiv 

 

KISALTMALAR 

 

AKE : Araç Köprü EtkileĢimi 

PDO : Peridinamik Diferansiyel Operatör 

SCD : Serbest Cisim Diyagramı 

SD : Serbestlik Derecesi 

SEY : Sonlu Elemanlar Yöntemi 

TRE : Tren Ray EtkileĢimi 

HOT : Higher Order Terms (Yüksek Dereceli Terimler) 

FEM : Finite Element Method (Sonlu Elemanlar Yöntemi) 

VBI : Vehicle Bridge Interaction (Araç Köprü EtkileĢimi) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



1 

 

BÖLÜM 1  

 

GĠRĠġ 

 

Seyrüsefer esnasında araçlar, farklı yol Ģartlarından ötürü çeĢitli yönlerden dinamik 

yüklere maruz kalmaktadırlar. Bu yol Ģartları sabit zemin üzerinde olabildiği gibi 

köprü geçiĢlerinde hareketli yük Ģeklinde de karĢımıza çıkmaktadırlar. Hareketli yük 

ortamında köprünün sahip olduğu mekanik özellikler araç üzerindeki dinamik 

kuvvetleri ortaya çıkartırken, araç parametreleri de köprü üzerinde dinamik yüklerin 

oluĢmasına neden olmaktadırlar. Bu yüzden araç-köprü etkileĢimi iç içe geçmiĢ 

dinamik bir problem çeĢididir. 

 

Düz, pürüzsüz ve rijit bir zeminde sabit hız ile ilerleyen bir aracın kontak noktalarına 

temas eden kuvvetler aracın ağırlığından kaynaklandığı gibi, yoldan gelen dinamik 

etkilerde araç üzerinde dinamik kuvvetlerin oluĢmasına neden olmaktadır. Araç 

üzerine statik kuvvetlerin etkisi dinamik kuvvetlerden daha etkin olduğundan araç 

bileĢenlerin üzerindeki kuvvetlerin belirlenmesi önem arz etmektedir. Bu sebeple 

araç bileĢenleriyle alakalı yapısal bir analiz yapılacaksa sadece araç bileĢenlerinden 

kaynaklı statik yükleri dikkate almak yeterli olacaktır. Araçtaki bileĢenlerin üzerine 

etki eden kuvvetleri belirleyebilmek için bileĢenlerin ayrı ayrı SCD (Serbest Cisim 

Diyagramı) leri çizilir. Bu metot basit, uzun zaman almayan, az masraflı ve 

uygulanabilir olması nedeniyle pratik mühendislikte kullanılabilinir. Ancak 

baĢlangıçta sunulan Ģartların (düz yol, pürüzsüz ve rijit zemin, sabit hız gibi) normal 

hayatta çok da mümkün olmaması nedeniyle sonuçlar ileri mühendislik 

uygulamalarında kullanılmaz. 
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Gerçekte yolun pürüzsüz ve düz bir Ģekilde elde edilmesi imkansızdır. Çünkü 

zeminden geçen belli bir ağırlığı olan aracın tekerlek temasından dolayı zeminde 

kalıcı bozulmalar oluĢmaktadır. Bu bozulmalar zeminin rijitliğinden etkilenir. 

Yüksek rijitliği olan beton gibi bir zeminde bozulmalar araç aks ağırlığına bağlı 

olarak düĢük seviyelerde olurken düĢük rijitliği olan toprak gibi bir zeminde 

bozulmalar daha yüksek seviyelerde olacaktır. Bu duruma benzer Ģekilde köprü gibi 

esnek yapılarda zemin rijitliğinden kaynaklı ağır tonajlı kamyon, tren vb. araçlar 

geçtiğinde tekerlek kontak noktalarında enine ve dikey yönde bozulmalar meydana 

getirir. OluĢan bozulmalardan kaynaklı esnek yapı üzerinde ilerleyen araç düz bir 

yörüngede hareket etmesi gerekirken köprünün üzerinde meydana gelen hareketli 

yükün etkisiyle oluĢan yapısal sehim üzerinde hareket etmeye zorlanmakdır. Böylece 

coriolis (dönen bir yüzeyin merkezinde dıĢa doğru hareket eden cisme harekete dik 

yönde etki eden kuvvet), centripatel (merkezcil kuvvet) ve atalet kuvvetlerini 

oluĢturmaktadır. OluĢan bu kuvvetlerden dolayı tekerlek kontak noktalarındaki 

dinamik etkiler, daha öne ifade edilen statik kuvvetlerin etkilediği duruma göre daha 

çok ortaya çıkmaktadır. Nedeni bu kuvvetler statik yükler ile tekerlek kontak 

noktasındaki bozulmaların sebep olduğu kuvvetlerdir. Tekerlek kontak noktasında 

oluĢan kuvvetlere, aracın köprüdeki hareketi zaman içerisinde meydana geldiği için 

bu kuvvetler dinamik kontak kuvvetlerinin ortaya çıkmasına neden olmaktadır.  

 

Esnek yapı nedeni ile hareketli aracın kontak noktası arasındaki enine bozulmalar, 

dinamik kontak kuvvetlerinin kaynaklarından biridir. Ancak bununla birlikte dinamik 

kontak kuvvetlerini etkileyen önemli diğer bir etken de esnek yapı ve hareketli aracın 

kontak noktası arasındaki yüzeyin yol kalitesini temsil eden yolun pürüzlülüğüdür. 

Nedeni esnek bir yapının üzerindeki yolun pürüzlülüğü köprü sol ucundan kaynak 

alındığı konuma göre yüksekliği ifade eden bir fonksiyon ile tanımlanır. Esnek yapı 

üzerinde bir noktadaki enine bozulma miktarı ile yol pürüzlülük fonksiyonun toplamı 

tekerlek kontak noktasındaki toplam yer değiĢimine eĢittir. Yani; yol pürüzlük 

fonksiyonunun rastgele bir dağılımı var ise tekerlek kontak noktasındaki toplam yer 

değiĢtirme kimi durumlarda enine bozulma miktarından daha az veya daha fazla 

olabilmektedir. Bu durum tamamen esnek yapıdaki noktanın yol pürüzlük 

fonksiyonu değeri ile alakalıdır. 
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ÇalıĢmada mevcut çalıĢmalardan farklı olarak peridinamik (PD) diferansiyel operatör 

yardımıyla yarı analitik araç köprü etkileĢiminin sayısal yol ile dinamik cevaplarının 

elde edilmesi planlanmıĢtır. Tek serbestlik dereceli araç-köprü modelinin yarı 

analitik çözümünün, PD ve Sonlu Elemanlar Yöntemi (SEY) sonuçları ile 

karĢılaĢtırılmasıyla, Peridinamik Diferansiyel Operatörün Sonlu Elemanlar Metoduna 

göre daha kısa sürede yarı analitik çözüme yakınsayacağı öngörülmektedir.  

 

ÇalıĢmanın beĢ bölüme ayrılarak planlaması yapılmıĢtır. Birinci bölümde konu ile 

ilgili giriĢ niteliğinde bilgilerden sonra, ikinci bölümde bu alanda yapılan 

literatürdeki çalıĢmalar konularına göre ayrılarak incelenmiĢtir. Üçüncü bölümde 

araç-köprü etkileĢiminin matematiksel modeli çıkartılarak, dinamik cevap için 

gerekli parametrelerin eldesi ve PDO modelinin izahı ifade edilmiĢtir. Dördüncü 

bölümde, oluĢturulan PDO ve SEY diferansiyel denklemlerinin, çözümünde 4. 

Dereceden Runge Kutta sayısal çözüm metodu uygulanarak sistem çıkıĢlarının 

cevapları elde edilip, yarı analitik sonuçlar ile karĢılaĢtırılması yapılmıĢtır. Son 

bölüm olan sonuçlar ve tartıĢma kısmında ise farklı zaman aralığında PDO ve 

SEY’in kıyaslaması yapılarak PDO’nin daha kısa sürede yarı analitik sonuca 

yakınsadığı elde edilmiĢtir. 
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BÖLÜM 2 

 

LĠTERATÜR TARAMASI 

 

Bu zamana kadar araç ve köprü arasındaki dinamik etkileĢimi ortaya çıkarmak için 

yapılan çalıĢmalar incelendiğinde köprü üzerinde hareket eden araç hareketli yük, [1] 

hareketli kütle [2-4] ve hareketli osilatör [5-7] olarak modellenmiĢtir. Bunun yanında 

daha karmaĢık araç modelleri kullanılarak [8-13] daha gerçekçi araç köprü 

etkileĢiminin dinamik davranıĢları incelenmiĢtir. Son zamanda yapılan çalıĢmalar 

daha çok köprünün gerçek zamanlı olarak izlenebilmesi için köprü üzerinde sensörler 

ile donatılmıĢ araçlardan faydalanıldığı ortaya koymaktadır. [14-17]. OluĢturulan 

modellerin çözümünde analitik ve sayısal yöntemler geliĢtirilmiĢtir. Bunlardan 

basitleĢtirilmiĢ modeller için kapalı çözümler [1,18] mevcut iken, daha karmaĢık 

kompleks yapıda sistemler için sonlu elemanlar metodu [8,10,14] ya da modal 

süperpozisyon yaklaĢımı [4,7,11,13] kullanılmıĢtır. Zamana bağlı değiĢken tipteki bu 

diferansiyel denklemlerin sayısal olarak çözümünde Newmark ortalama ivme 

metodunun daha stabil sonuçlar ortaya çıkardığı için tercih edildiği görülmektedir. 

[8,10,12,19,21]. 

 

2.1. HAREKETLĠ YÜK MODELĠ 

 

19. yy. ortalarına doğru hareketli yüklerin dinamik etkisinin araç ve köprü üzerine 

etkileri araĢtırmalar sonucunda tespit edilmiĢtir. Hareketli yük problemleri ile ilgili 

araĢtırmalar 1847 yılında Ġngiltere’de Stephenson Köprüsü’nün yıkılmasıyla artıĢ 

göstermeye baĢlamıĢtır [22]. AraĢtırmacıların özellikle dikkatini çeken bir konu olan 

kiriĢ, plaka, yay üzerinde hareket halinde olan ataletli yükler üzerinde çalıĢmaların 

sayısı da aynı oranda artıĢ göstermiĢtir. TRE [23], AKE [21], manyetik raylar [24] ve 

robotik çözümlerinde sistemlerin fiziksel durumunu gösteren diferansiyel eĢitlikler     
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için geliĢtirilmiĢ olan teorik çözümler kullanılmıĢ, 19. yy. ortalarına gelindiğinde bu gibi 

problemlerin çözümü üzerine farklı çalıĢmaların geliĢtirildiği ortaya çıkmıĢtır. Fakat 

yoğunlaĢtırılmıĢ kütle hareketinden dolayı bugüne dek kesin bir analitik çözüm 

üretilememiĢtir. Bazı durumlar için sistemlerin diferansiyel denklemlerini analitik 

yoldan kapalı çözmek çok zor olduğu için SEY gibi nümerik yöntemleri kullanılarak bu 

problemler analiz edilebilmektedir. 

 

Bu sorunların birleĢtiği nokta ise hareketli bir yükün geçiĢ anında oluĢan yer değiĢtirme 

yükün yavaĢ bir Ģekilde yer değiĢtirdiği durumda veya yükün statik olduğu duruma göre 

çok daha fazla olmaktadır. Yani; bozulma yaĢanmamıĢ esnek bir yapı ani bir yüke maruz 

kaldığında bu yapı denge halinde titreĢim yaymaya baĢlar. Bu yapının denge halinde 

yaymaya baĢladığı titreĢim, hareketli olduğu durumda iken statik duruma göre iki kat 

daha fazladır. Bu nedenle hareketli yükün hızla yapıya giriĢ yapması daha az etkiye 

sahiptir. Hareketli yük bazı belli frekanslarda olursa oluĢan maksimum yer değiĢtirmeler 

ve gerilmeler çoğalacaktır [25, 26].   

 

Hareketli yük modeli ile alakalı çalıĢmalara bakıldığında; Sadiku ve Leipholz, yaptıkları 

çalıĢmalarında (1987), yoğunlaĢtırılmıĢ bir kütle tarafından çaprazlanan bir kiriĢin 

dinamik tepkisini değerlendirme problemi, "hareket eden-kuvvet hareketli-kütle" 

hakkında çalıĢılmıĢtır. Desteklenen elastik bir sistemin (kiriĢ veya plaka) dinamik 

tepkisini değerlendirme problemi karayolları, demiryolları ve köprülerin analizi ve 

tasarımları için önemlidir [1]. 

 

2.2. HAREKETLĠ KÜTLE MODELĠ 

 

Hareketli kütle modeli ile alakalı çalıĢmalara bakıldığında; Akin ve Mofiid yaptıkları 

çalıĢmalarında (1989), hareketli bir kütle taĢıyan kiriĢlerin farklı sınır koĢullarında 

dinamik davranıĢlarını tespit etmek için analitik-sayısal bir yöntem geliĢtirmiĢlerdir. 

Yine bu çalıĢmada hareket denklemlerinin, çözülebilir bir adi diferansiyel denklemler 

dizisine dönüĢtürülmesi açıklanmıĢtır. Sonuçların nümerik yoldan çözümü için sonlu 

eleman modelleri kullanılmıĢ ve analitik yöntem ile karĢılaĢtırma yapılarak doğruluğu 
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tespit edilmiĢtir. ÇalıĢmada numerik sonucun analitik çözüme iyi bir Ģekilde yakınsadığı 

tespit edilmiĢtir. Ayrıca bu çalıĢmada, önceden çoğunlukla göz ardı edilen hareketli 

kütleden dolayı oluĢan yapıların tepkisinin, çoğunlukla hareketli kuvvet modelinden çok 

farklı olduğu için kesinlikle dikkate alınması gerektiği gösterilmiĢtir. Yine bu çalıĢma da 

farklı sınır koĢullarında, hareketli bir kütle taĢıyan kiriĢlerin tepkisini tespit edebilmek 

için bir yöntem sunulmuĢtur. Bu yöntem, ortogonal fonksiyonlara dayandırılmıĢtır. 

Buradan çıkan sonuçlar ise hareket denkleminin bir dizi eĢleĢtirilmiĢ adi diferansiyel 

denkleme dönüĢtürülebileceğini göstermiĢtir. Bazı özel test problemleri hem sonlu 

eleman modeli hem de hareket yöntemi ile çözülmüĢtür. Buradan çıkan sonuçların 

karĢılaĢtırılması, iki çözüm arasında oldukça benzer olduğu tespit edilmiĢ ve sistemin 

hareketli kütlesinin çok önemli bir rolünün olduğunu ortaya çıkarmıĢtır. Aynı zamanda 

bu sayısal-analitik yöntem, bu alandaki diğer birçok probleme uygulanabilir olduğunu 

göstermiĢtir [2]. 

 

Gaon ve Zhang yaptıkları çalıĢmalarında (2016), rastgele yüzey düzensizlikleri ile sonlu 

gerilmiĢ bir ip boyunca sabit bir hızla hareket eden sıkıĢtırılmıĢ bir kütlenin stokastik 

analizi için analitik çözümünü oluĢturmuĢ ve sunmuĢlardır. Ġlk önce, rastgele yanıtın 

spektral güç yoğunluğunun (PSD) hesaplanması problemi, harmonik rastgele yüzey 

düzensizlikleri ile gerilmiĢ bir ip boyunca sabit bir hızla hareket eden sıkıĢtırılmıĢ bir 

kütlenin geçici cevabını hesaplama problemine çevrilmiĢtir. Bunun ardından, harmonik 

olarak değiĢen yüzey düzensizlikleri için ip ve kütle arasındaki kontak kuvvetinin 

analitik çözümlerini oluĢturmuĢlar ve en son, kontak kuvvetinin PSD'leri ve ipin yer 

değiĢtirmesi, rastgele yüzey düzensizliklerinin PSD'si cinsinden tayin edilmiĢtir. 

Analitik çözümler, ses altı, sonik veya ses üstü hızların üç durumunu da içine 

akmaktadır. Tavsiye edilen yöntem, yarı analitik yöntem ile karĢılaĢtırmaya dayalı 

olarak teyit edilmiĢtir [3]. 

 

2.3. HAREKETLĠ OSĠLATÖR MODELĠ 

 

Hareketli osilatör modeli ile alakalı araĢtırmalar incelendiğinde; Martınez-Castro, 

Museros, ve Castillo-Linares yaptıkları çalıĢmalarında (2006), hareketli kuvvetlerin 
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(yüksek hızlı tren gibi) etkisinde kalan çok açıklıklı üniform ve üniform olmayan 

kiriĢlerin analizinin çözümü için hareketli yük probleminin yarı analitik bir çözümü 

kullanılmıĢtır. Kullanılan bu çözümde trenin sabit hızdayken birim yüke yapının 

tepkisine dayanmaktadır. Bernoulli–Euler kiriĢ elemanları değiĢken kesit özelliklerine 

sahiptir. Bu kiriĢ elemanları kullanılarak yapı ayrıklaĢtırılır ve mod Ģekilleri standart bir 

metot uygulanarak hesaplanır. Hareketli yük, üniter bir Dirac Delta fonksiyonu ile 

gösterilir ve modal yükler kübik Hermit polinomları cinsinden oluĢturulur. Çözüm, 

değerleri hareketli yükün hızından ayrı olarak mod ve eleman baĢına 10 katsayı olarak 

gösterilir. Sonuçta bir dizi yüke yanıt, kolay bir Ģekilde her birinin katkısı eklenerek 

oluĢturulur. Genel metot, herhangi bir bütünleĢme adımına gerek kalmadan çözümü 

kontrol etmek için seçilen zaman adımına ve uzaysal ayrıklaĢtırmaya bağlı olarak doğru 

ve hızlıdır. Bu kullanılan tekniğin etkinliğini ortaya koymak için sayısal testler dahil 

edilmiĢtir [5]. 

 

Chatterjee, Datta ve Surana yaptıkları çalıĢmalarında (1992), Üzerinden hareket eden bir 

araç geçen çok açıklıklı sürekli bir köprünün dinamik tepkisini bulmak için süreklilik 

yaklaĢımı kullanılmıĢtır, araç yaylı ya da yaysız kütle olarak modellenmiĢtir. Cevap, 

köprü kaplaması (köprü zemininde kullanılan malzeme) ve köprü burulmasının simüle 

edilmiĢ geliĢigüzel düzensizliği ve araç köprü arasındaki etkileĢimin lineer olmayan 

etkileri önemsenerek zaman alanında sağlanmıĢtır. Bu analiz yöntemi sayesinde, önemli 

parametrelerin köprünün dinamik davranıĢı üzerindeki etkileri araĢtırmak için 

parametrik bir çalıĢma yapılmıĢtır. Yapılan çalıĢmanın sonucunda; burulma sert sürekli 

köprüler için, araç yolundaki eksantriklikten kaynaklanan burulma kuplajının dinamik 

büyütme faktörü üzerindeki etkisinin önemsiz olduğu, yüzeyi pürüzlü olmayan bir köprü 

kaplaması için, aracın yaylı ve yaysız kütle idealleĢtirmeleri, köprü için yaklaĢık aynı 

tepkiyi verdiği, köprü üzerindeki kaplamanın rastgele düzensizliği çözümlemeye 

eklenirse, yaylı ve yaysız kütle idealizasyonu büyük oranda farklı sonuçlar verdiği 

görülmüĢtür. Her iki durumda da yanıtlar, düzgün bir köprü kaplaması için olanlardan 

önemli ölçüde farklıdır ve yüksek oranda frekans oranı ve hız parametresinin değerlerine 

bağlıdır [6]. 
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Pesterev ve Bergman yaptıkları çalıĢmalarında (1997), Hareketli bir lineer osilatör 

taĢıyan sürekli elastik bir yapının dinamik tepkisinin denklemini çözmek için bir yöntem 

ifade edilmiĢtir. Bu yöntem, sorunu sürekli yapının öz fonksiyonları cinsinden yanıtın 

seri açılımının zamana bağlı katsayılarını yöneten lineer adi diferansiyel denklemler 

sisteminin entegrasyonuna dönüĢtürülür. Yöntem kolay ve oldukça basittir. Ayrıca isteğe 

bağlı sınır koĢulları ile herhangi bir uzaysal olan tek boyutlu sürekliliğe uygulanabilir. 

Bu konuda yapılan daha önceki çalıĢmaların çoğunluğunun tersine, doğrusal bir yay 

boyunca sürekli elastik sistem olan sıkıĢtırılmıĢ kütlenin etkileĢime girdiği durumuna 

bakılmaktadır. Problem "hareket eden osilatör" problemi olarak adlanmaktadır. Hareket 

eden kütle probleminden hariç hareket eden osilatörü hesaba katmamızın sebepleri basit 

ve kısa bir Ģekilde anlatılmaktadır. En baĢta, bazı mühendislik uygulamalarında hareketli 

osilatör modelinin daha gerçekçi olduğu görülmüĢtür (örnek; esnek bir yapıdan geçen 

yaylı araç). Bu Ģekilde etkileĢimin etkileri daha önemli hale gelmektedir ve bu tarzdaki 

problemleri çözmek için yöntemler oluĢturulmaya çalıĢılmıĢtır. Daha sonra, hareketli 

kütle problemi, incelenen problemin sınırlayıcı durumu olarak ortaya çıkabilir ve 

sınırlayıcı duruma çözüm olarak tartıĢılan yöntem bağlamında, yay sertliğinin daha 

büyük değerleri seçilerek bulunabilir. Son olarak hareketli osilatör probleminin çözümü 

hareketli kütle probleminin çözümünden çok daha kolay bir Ģekilde bulunabilir. Asıl 

olarak bu çalıĢmada sunulan hareketli osilatör problemini çözme yöntemi ek olarak 

hareketli kütle probleminde de çok kolay bir Ģekilde kullanılmaktadır. Hareketli 

osilatörden hareketli kütle çözümüne analitik olarak limit geçiĢi yapılabilir [7]. 

 

2.4. EULER-BERNOULLI KĠRĠġĠNĠN DĠNAMĠK ANALĠZĠ 

 

Günümüzde toplumların ekonomik geliĢmiĢlikleri ile bulundukları yerin ulaĢım alt 

yapısı arasında önemli düzeyde bir bağıntı vardır. En temel ulaĢım alt yapısını ise 

köprüler oluĢturmaktadır. Teknik çalıĢmalarda bu tarz yapılar modellenirken çoğunlukla 

köprü kiriĢi Ģeklinde yapılmaktadır. Esasen köprü kiriĢleri sahip oldukları tarafsız 

eksenin enine veya dikine uygulanan kuvvetlere karĢı koyan yapısal bir elemandır [27]. 
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Bu konu üzerine yapılan ilk çalıĢmalarda köprü dinamiğinde kiriĢ sistemi için en önemli 

değiĢkenin bu yapılarda bir dıĢ kuvvetin zorlaması altında enine titreĢim oluĢtuğundaki 

eğilme etkisi olduğu sunulmuĢtur.  Yapılan bu çalıĢmalarda köprü kiriĢinde oluĢan enine 

titreĢim de diferansiyel denklemler Euler-Bernoulli kiriĢ teorisi ile bir baĢka deyiĢle de 

klasik kiriĢ teorisi ile oluĢturulmaktadır. Euler-Bernoulli kiriĢ teorisi Bernoulli, ve Euler 

tarafından 18. yy.’da geliĢtirilmiĢtir [28-30]. Euler-Bernoulli kiriĢ teorisi çok yaygın bir 

Ģekilde basit köprü mühendisliği uygulamalarında kullanılmaktadır. Euler-Bernoulle 

kiriĢ teorisi, kiriĢin bükülmesiyle kesit düzleminin düzlemde ve tarafsız eksene dik 

kaldığı hipotezine dayanan bir teoridir. Bu nedenle enine baskı sıfır olmaktadır.  

 

Euler-Bernoulli kiriĢ teorisi kolay ve çok fazla kullanım alanına sahiptir. Fakat bu teori 

köprü kiriĢlerine ait doğal frekansların değerini normalden bir miktar fazla tespit eder.  

 Bu durum düĢük titreĢim modlarında çok da dikkat çekmez ancak daha yüksek titreĢim 

modlarında bu durum alenen göz önüne çıkmaktadır. Bu yüzden yeni bir kiriĢ teorisi 

oluĢturulmuĢtur. OluĢturulan yeni teoride EulerBernoulli kiriĢ teorisine dönme 

bozulması eklenmiĢtir. Timoshenko yeni teorisini Euler-Bernoulli kiriĢ teorisine dönme 

ve kayma etkisini de ekleyerek geliĢtirmiĢtir [31]. Kayma ve dönme etkileri düĢük 

seviyelerde veya kiriĢler ince ve uzun olduğunda Euler-Bernoulli kiriĢ teorisinde ufak 

düzeltmeler yeterli olurken, herhangi bir kiriĢ için yüksek seviyelerde veya kalın 

kiriĢlerde dönme ve kayma etkileri dikkate alınmadığında ortaya çıkan hata daha büyük 

olacaktır. 

 

18.yy.’da Love (1944) tarafından ilk defa düz kiriĢlerin genel elastisite denklemlerinin 

tam çözümleri üzerine çalıĢılmıĢtır [32]. Bu çalıĢmayı yapan araĢtırmacılar katı 

silindirlerin titreĢimlerini temsil eden denklemleri bulmuĢlardır. Ancak bu denklemlerin 

kesin çözümlerini ortaya çıkaramamıĢlardır. Ġlk araĢtırmacılar bu konu üzerine çok fazla 

araĢtırma yapmıĢlar ve konuya farklı açılardan yaklaĢmıĢlardır. KiriĢ dinamiği için dört 

farklı kuramı literatüre eklemiĢlerdir. Bunlar; EulerBernoulli,  Timoshenko, Rayleigh ve 

shear kiriĢ kuramlarıdır. Euler-Bernoulli kiriĢ teorisinde kinetik enerji ve gerinim 

enerjisi yanal yer değiĢtirmenin ve eğilmenin bir fonksiyonudur. Bu teorinin kolaylığı ve 
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akıllı mühendislik yaklaĢımından kaynaklı kiriĢ dinamiği çalıĢmalarında çokça tercih 

edilmektedir. 

 

Han vd. (1999), bu dört farklı kiriĢ teorisini kullanarak bir kiriĢ sisteminin doğal 

frekansını tahmin etmiĢtir [33]. Bulduğu sonuçlar Rayleigh modeli ile Euler-Bernoulli 

teorisinin sonuçlarının birbirine çok yakın olduğunu ortaya koymuĢtur. Yine aynı Ģekilde 

shear model ile Timoshenko teorisinden çıkarılan sonuçlarında birbirine çok yakın 

sonuçlar olduğu gösterilmiĢtir. 

 

KiriĢ tipi yapılar daha önceden de ifade edildiği gibi mühendislik çalıĢmalarında çok sık 

kullanılmaktadır. Ayrıca zaman içerisinde değiĢen kuvvetler bu yapılara etki 

etmektedirler. Yapılan uygulamalı araĢtırmalarda köprü kiriĢi gibi yapıların dinamiğinin 

(örneğin gerilmeleri ve enine yer değiĢtirmeleri gibi) yükün statik olduğu durumdan çok 

daha fazla olduğunu göstermektedir. Son yıllarda bu konuda yapılan çalıĢmaların büyük 

bir kısmının dinamik yükleme olması da bu sebeptendir. Dinamik yükleme üç alt 

baĢlıkta incelenebilir: Bunlar hareketli kütle, köprü üzerinde basitleĢtirilmiĢ hareketli 

araç modeli ve hareketli sabit yüktür. Bunlar içerisinde en basiti hareketli sabit yük 

modelidir. Bu modelde aracın atalet etkisi ile araç ve köprü arasındaki etkileĢim yok 

sayılmıĢtır. Hareketli kütle modelinde ise bu durumun aksine bu etkiler yok sayılmamıĢ 

sisteme dahil edilmiĢtir. Bu modelde de bu etkiler dahil edilirken aracın köprü ile 

etkileĢimi anındaki gövde zıplaması yok sayılmıĢtır. Dmitriev (1976), hareketli yük 

etkisindeki köprü kiriĢini Euler-Bernoulli teorisine göre tasarlamıĢ ve bunun analitik 

çözümlerini sunmuĢtur [34]. Olsson (1991), Euler-Bernoulli kiriĢinin sabit hız ile 

hareket eden hareketli yük etkisindeki dinamiğinin analitik ve sonlu elemanlar analizini 

meydana getirmiĢtir [35]. Zheng vd. (1998), multi-span uniform olmayan kesite sahip 

hareketli yük etkisindeki kiriĢin dinamik cevabına bakmıĢlardır. Zheng vd. (1998), 

Euler-Bernoulli kiriĢ teorisine göre köprü kiriĢini modellemiĢ, sonrasında ise 

diferansiyel eĢitlikleri yani sistemin hareket denklemini bulmak için Hamilton 

prensibinden faydalanmıĢlardır [36]. Bu çalıĢmayı yapanlar, farklı hızlarda hareket eden 

hareketli yük için uniform ve non-uniform kiriĢlerinin her ikisi içinde buldukları 

nümerik analizler ile tanımlamıĢlardır. Stanisic and Hardin (1969), Fourier tekniğini 
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kullanarak basit mesnetli köprü kiriĢi üzerinde herhangi bir sayıda kütlenin geçtiği kiriĢ 

analizini yapmıĢlardır [37]. Jeffcott (1922), köprü kiriĢinin hareketli yük etkisi altında 

olduğu durumu hareketli kütlenin atalet etkisini de dikkate alarak ilk defa analiz etmiĢtir. 

Ting vd. (1974) yaptıkları çalıĢmalarında, hareketli yük etkisindeki sonlu elastik kiriĢin 

dinamik etkisine bakmak için yeni bir algoritma oluĢturmuĢlardır [38]. Yapılan 

çalıĢmalarda ortaya çıkan sonuçlar bunları yapan bilim insanları tarafından deneysel 

veriler ile karĢılaĢtırılmıĢtır. 

Akın ve Mofid (1989) hareketli yük etkisindeki ince kesitli kiriĢ üzerine çalıĢmıĢlar 

yapmıĢlardır. Bu konu üzerine çalıĢanlar hareketli yük etkisindeki köprü kiriĢine ait 

ortaya çıkardıkları hareket denklemlerini adi diferansiyel denklem serisi olarak 

yazılabileceğini kanıtlamıĢlardır [2]. Esmailzadeh ve Ghorashi (1995), yaptıkları 

çalıĢmalarında uniform taraflı olarak yayılı hareketli yük etkisindeki basit mesnetli 

Euler-Bernoulli kiriĢinin analitik çözümünü sunmuĢlardır [39]. Esmailzadeh ve Jalili 

(2003), yaptıkları çalıĢmalarında yarım araç modeli iki akslı olup, bu modele yolcu ve 

Ģoför koltuklarını da ekleyerek sistemin serbestlik derecesini yükseltmiĢlerdir. Bu 

çalıĢmalarında yaptıkları yarım araç modelini basit mesnetli Euler-Bernoulli kiriĢi 

üzerinde hareket ettirmektedirler. Burada Ģoför ve yolcu koltuğu, gövde, tekerlekler gibi 

araç elemanlarının dinamik cevabına bakmıĢlardır [40]. 
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BÖLÜM 3 

 

HAREKETLĠ KÜTLE VE KÖPRÜ ETKĠLEġĠMĠNĠN MATEMATĠKSEL 

MODELĠ  

 

3.1. HAREKETLĠ KÜTLE MATEMATĠKSEL MODELĠ 

 

Hareketli araç ve köprü arasında meydana gelen titreĢimleri modellemek amacıyla 

geliĢtirilmiĢ olan en basit model ġekil 2.2’de verilen hareketli yük modelidir. Verilen 

modelde aracın dinamik etkileri göz ardı edilmiĢ köprü dinamiği dikkate alınmıĢtır. 

Köprü üzerinde hareket ettirilen sabit dikey kuvvet aracın tekerlek yükleri ve aks 

yüklerini basite indirgenerek oluĢturulmuĢtur. OluĢturulan bu kuvvetin hareket hızı ile 

aracın hareket hızları birbirine eĢittir. Dolayısıyla buradaki hareketli yük modelinde araç 

ve köprü etkileĢimi ihmal edilmiĢ ve aracın atalet etkileri de ihmal edilmiĢtir. Aracın 

kütlesinin köprü kütlesi yanında oldukça küçük kaldığından ve yalnızca köprü dinamiği 

ile ilgilenildiğinden dolayı bu yöntem geçerliliğini korumaktadır. Bu konu Yang (2004), 

tarafından oldukça sık çalıĢılmıĢtır [41]. Ayrıca yolun ya da rayın pürüzlülüğü ray 

birleĢme noktaları gibi yapılarında etkileri ihmal edilirse bu yöntem köprü dinamiği 

açısından geçerliliğini korumaktadır ve daha çok kapalı çözümleri mevcuttur. Hareketli 

yük metodu yaklaĢık bir çözüm olmasına karĢın çözüm basitliği açısından en çok 

kullanılan metottur. Bu konudaki diğer bazı çalıĢmalar [42, 43–45].
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ġekil 3.1. Hareketli yük modeline ait Ģematik gösterim [46]. 

 
 

3.2. EULER-BERNOULLI KĠRĠġĠNĠN MATEMATĠKSEL MODELĠ 

 

3.2.1. Elastik Eğri 

 

KiriĢin elastik eğrisi kullanılarak kiriĢlerin dik doğrultudaki titreĢim hareketlerinin 

diferansiyel denklemi elde edilir (Sekil 3.2). Yer değiĢtirme vektörünün yatay bileĢeni x, 

dikey bileĢeni y ile gösterilsin. KiriĢ ekseni doğrultusundaki x yer değiĢtirmesi, eksene 

dik doğrultudaki y yer değiĢtirmesinin yanında her zaman bir kademe küçük olduğu için 

ihmal edilebilir. 
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ġekil 3.2. Elastik eğri [47]. 

 

Elastik eğri probleminde mühim nokta y (x) çökmeleri ve bu çökmeleri oluĢturan     

yükleri arasında bir bağıntı kurmaktır. Eğer aranan bu bağıntının kiriĢin uç Ģartlarından 

bağımsız olması isteniyorsa, bağıntı türevlerle ifade edilen bir diferansiyel denklem 

olmalıdır. Eğrilik – moment bağıntısından bu denkleme varılabilir. 

 

 

  
 

   

    
 (3.1) 

  

   eğriliği ile      arasındaki bağıntının 

 

 

   
  

   
   

[   
  
  

   ]

 
 

 
   

          
 (3.2) 

 

olduğu diferansiyel geometriden bilinmektedir. Böylece eğrilik ve moment arasındaki 

bağıntı 

 

 
   

          
  

   

    
 (3.3) 
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elde edilir. EĢitlik 3.3’deki iki farklı işaret, eğilme momenti için kabul edilen işaret 

prensibine ve seçilen koordinat takımının yönüne bağlıdır. Bu çalışma kapsamında 

yapılan hesaplamaların tümünde dikey doğrultu için yukarı yön negatif alınacaktır. Bu 

durumda EĢitlik 3.3’deki işaretin negatif alınması gerekir. 

 

   

(     )
 
 

   
   

    
 (3.4) 

 

Yukarıdaki ifade y xfonksiyonuna göre lineer değildir. yeğiminin yatık eğrilerde 

küçük olduğu kabul edilerek yifadesini karesi birin yanında göz ardı edilirse EĢitlik 3.5  

aşağıda verildiği gibi lineerleştirilmiş olur. 

 

   

   
  

   

    
 (3.5) 

Bu durumda moment ifadesi, 

 

          
   

   
  (3.6) 

 

bulunur. 

 

 

3.2.2. Hareket Denklemi 

 

Sekil 3.2 de verilen Ģekilde y x,tkirişin eksene dik doğrultudaki yer değiştirmesini, 

fx,tkirisin üzerine etkiyen dış etkileri ifade etmektedir. Sekil 3.2 de kiriş üzerinde dx 

uzunluğundaki bir diferansiyel elemanın serbest cisim diyagramı gösterilmektedir. 

Burada, EI xkirisin rijitliğini, c xkirişin kendi sönümünü ve m xbirim 

uzunluğunun kütlesini ifade etmektedir. 
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ġekil 3.3. KiriĢin eksene dik hareketi [47]. 

 

Burada, Euler – Bernoulli kiriş teorisi olarak isimlendirilen birincil kiriş teorisi 

kullanılacaktır. Bu teoriye göre, diferansiyel elemanın dönmeden ötelendiği, yer 

değiştirmelerin çok büyük olmadığı kabul edilir. Böylece kirisin dönme etkileri ve yatay 

yer değiştirmeler ihmal edilebilir. Buna göre Sekil 3.4 de gösterilen diferansiyel eleman 

için düşey eksendeki hareket denklemi 

 

 

  ∑          
   

   
  (3.7) 

 

Şeklindedir. 
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ġekil 3.4. KiriĢ elemanının serbest cisim diyagramı [47]. 

 

Kuvvetler yerlerine yazılarak ifade düzenlenirse, 

 

       
       

  
              

  

  
           

       
   

   
 

(3.8) 

 

 

KiriĢ eksenine dik doğrultudaki hareket denklemi 

 

       

  
     

  

  
              

   

   
             (3.9) 

 

şeklinde elde edilir. Ayrıca x, ynoktasından geçen eksen etrafındaki moment denklemi 

de 
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∑       

 

(3.10) 

 

 

       0        
       

  
  1  0       

       

  
  1   

 [    
  

  
  ]

  

 
           

  

 
   

(3.11) 

 

 

ifadesine eşittir. EĢitlik 3.11 ile ifade edilen moment denkleminde ikincil terimler ihmal 

edilerek moment ve kesme kuvveti arasındaki 

 

       

  
                          (3.12) 

 

bağıntısına ulaşılır. EĢitlik 3.12 ile elde edilen moment denklemi x e göre tekrar 

düzenlenerek 

 

        

   
 

       

  
                   (3.13) 

 

Ġfadesi elde edilir. Burada T x, t /x ifadesi  EĢitlik  3.9’dan alınarak  EĢitlik 

3.13’de yerine yazıldığında kirişin hareket denklemi aşağıdaki şekilde ifade edilebilir. 

 

        

   
     

   

   
     

  

  
                          (3.14) 

 

Euler – Bernoulli kiriş kuramına göre eğilme momenti EĢitlik 3.6’da verilmişti. Eğilme 

momenti EĢitlik 3.14’de yerine yazılırsa 
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.      

   

   
/      

   

   
     

  

  
                      (3.15) 

 

ve yeniden düzenlenirse aşağıdaki son şeklini alır 

 

  

   
.      

   

   
/      

   

   
     

  

  
                        (3.16) 

 

Burada, kirişin EI xrijitliği, cxsönüm oranı ve mxbirim uzunluğunun kütlesi kiriĢ 

ekseni boyunca sabit ise; EĢitlik 3.16 ifadesi 

 

 

  
        

   
  

       

  
  

        

   
                        (3.17) 

 

 

şeklinde daha sade bir ifade ile gösterilebilir. Bu ifade, Euler – Bernoulli kiriş teorisi 

olarak bilinir. Kiriş x ekseni boyunca bir boyutlu cisim gibi kabul edilirse, yx,teğrisi 

kirişteki çökmeyi tanımlar. Basıncın bir ifadesi olarak tanımlanan yayılı yük fx,t ise, x, 

t ve diğer değişkenlerin bir fonksiyonudur. E elastiklik katsayısıdır, I ise z ekseni 

etrafında eğilmeye zorlanan kirişin alan atalet momentidir. Bu iki ifadenin (EI) çarpımı 

ise kirişin eğilmeye olan mukavemetini ifade eder. Kiriş kabulüne göre kiriş, tek boyutlu 

cisim olarak ifade edilir. Yayılı yükler düzlemde bulunmalı, kiriş düzgün olmalı ve 

burulma olmamalıdır. Bu tez çalışmasında yapılacak hesaplamalarda hareket 

denkleminin bu Ģekli kullanılacak ve bazı durumlarda kirişin kendi sönümü göz ardı 

edilecektir. 

 

Kirisin hareket denklemi için birçok durumda çözüm bulmak oldukça kolaydır. Asıl 

zorluk sınır Ģartlarına göre bir çözüm yöntemi bulmaktır. Bu zorluk verilen ve rastgele 

yayılı bulunan kiriş sınırlarındaki kuvvetler Fourier açılımı kullanılarak dairesel 
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periyodik fonksiyonların toplamıyla ifade edilerek aşılabilir. Bu konuda ayrıntılı bilgi 

sonraki bölümlerde sunulacaktır. 

 

3.3. PERĠDĠNAMĠK DĠFERANSĠYEL METODU 

 

Peridinamik (Peridynamic) kuramı ilk defa Amerika’da bulunan Sandia Ulusal 

Laboratuvarı’nda araĢtırmacı olarak görevli Dr. Silling tarafından 2000 yılında öne 

sürülmüĢtür yeni ve geleceği olan bir yöntemdir [44]. Peridinamik kuramında, 

Cauchy’nın yaklaĢık 200 sene önce ortaya attığı klasik sürekli ortamlar mekaniğinin 

hareket denklemleri yeniden formüle edilmiĢ ve denklemlerin yapısındaki konuma bağlı 

türevler çıkarılarak yalnızca hacimsel integraller kullanılmıĢtır (ġekil 3.5.) [48]. 

 

 

 

ġekil 3.5. Peridinamik teori ve klasik teorinin karĢılaĢtırılması [48]. 

 

Peridinamik sözcüğü Yunanca peri (yakın) ve dinamik (kuvvet) sözcüklerinin 

birleĢtirilmesi ile oluĢmuĢtur. Adından da anlaĢılacağı gibi bu teoride herhangi bir 

noktanın (x) hareket denklemleri birbirini etkileyen iki noktanın etki ve tepki 

kuvvetlerinden (f ve f′) meydana gelmektedir (ġekil 4.2) Bu nedenle bu noktaların 

arasındaki etkileĢime bağ (bond) adı verilmektedir [48]. 
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ġekil 3.6. Malzemedeki herhangi bir noktaya etki eden kuvvetlerin Peridinamik 

teorisinde 

                gösterimi [48].                                          

 

Hareket denklemindeki integral ifadesi peridinamik teorisini avantajlı hale 

getirmektedir. ġekil 3.7’de de görüldüğü gibi klasik teori de herhangi bir noktaya etki 

eden kuvvetler hesaplanırken yalnızca o noktaya en yakın noktalar hesaba katılmaktadır. 

Peridinamik teorisinde ise kendisine en yakın noktalarla beraber kendinden uzak 

noktaların etkisi de hesaba katılmaktadır [48]. 

 

 

 

ġekil 3.7. Klasik sürekli ortamlar mekaniğinde malzemedeki herhangi bir noktaya etki  

                 eden kuvvetlerin (T) gösterimi [48]. 

 

Peridinamik teorisindeki denklemler yapı bakımından (hacimsel integral) özellikle 

süreksizlik bulunan ortamlarda; örneğin iki değiĢik malzeme arasındaki ara yüzeylerde, 



22 

 

hasar, çatlak ve benzeri durumlarda ya da Ģok etkilerinin analizinde Peridinamik 

teorisini, klasik yönteme göre daha avantajlı kılmaktadır [48]. 

 

Peridinamik teorisinde skaler alanın içinde hesaplanan her bir x değerine karĢılık gelen 

f=f(x) ifadesinde diğer xˈ noktaları ile birlikteki etkileĢimlerinin etkisi için lokal olmayan 

gösterim sağlanmaktadır. Saptanan noktalar aile kapsamının içerisinde Hx veya Hx’ 

ancak etkileĢimde bulunurlar. Her bir noktanın birbiri ile etkileĢimi birimsiz ağırlık 

fonksiyonu (ω(|ξ|)) ile gösterilmektedir. Ailelerin Ģekli ve büyüklüğü değiĢiklik 

gösterebilir, buda lokalsizliğin derecesini vermektedir. Ailelerin büyüklüğü arttıkça 

lokallik azalırken, azaldıkça da lokallik artmaktadır. Çoğunlukla seçilen x noktası kendi 

ailesi içerisinde zaman-uzay alanında asimetrik konumdadır. Nedeni Ģu ki lokalsizlik 

zaman doğrultusunda geçmiĢe bağlıdır. Peridinamik türevlendirmenin geçici 

yokluğunda, iç noktalar ailenin içerisinde simetrik bir konumda olmayabilir. Buna karĢın 

ailenin sınırları yakınında seçilen noktalar her zaman asimetriktir [49]. Dolayısıyla 

Peridinamik Diferansiyel Operatör; 

 

                  

    
       

        
   

 ∫       
   

g
 
                (3.18) 

 

olarak ifade edilmiĢtir [50]. Burada pi’ türevin xi’ değiĢkenine göre mertebesini ifade 

etmektedir. i=1,…,M olmak üzere bütün noktalar arasındaki bağıl vektör ξ=xˈ’ -x 

Ģeklindedir. Peridinamik fonksiyonlar ortogonal özelliğe sahiptir ve g
 
              

Ģeklindedir [51].  

 

 

             
∫   

     
   

   

   
   g

 
               

        
       

            
       

 

(3.19) 

 

Burada peridinamik fonksiyon n=0,…N’e kadar yeniden düzenlenirse [52]; 
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g
 
          

 ∑ ∑  ∑         

       

          

    

 

    

 

    
        

 | |   
    

     
   

(3.20) 

 

 elde edilmiĢtir.         
 | |  ağırlık fonksiyonunu ifade etmektedir ve herbir 

  
    

     
   terimi polinomsal açılımı göstermektedir. Bilinmeyen         

        terimi ise 

[49]  

 

∑ ∑  ∑                            

       

          

    

 

    

 

    
         

        (3.21) 

 

çözümü ile ifade edilmiĢ olur. qi=0,…N olmak üzere Ģekil matrisi ; 

 

                    ∫         
 | |   

       
        

     

  

    (3.22) 

 

ve  

 

        

                         
     

      
 (3.23) 

 

ifadelerinin çözümü ile ifade edilmiĢ olur. Peridinamik Diferansiyel Operatör ailenin 

büyüklüğüne bağlı olarak lokal türevlenmeyi içermektedir. Hx azaldığında g
 
           

artmaktadır. Bu durum bize lokalize olmaktan uzaklaĢıldığını göstermektedir [49]. 
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BÖLÜM 4 

 

SAYISAL DOĞRULAMA VE NÜMERĠK ÇÖZÜM 

 

4.1. HAREKETLĠ YÜK-KÖPRÜ ETKĠLEġĠMĠN MATEMATĠKSEL MODELĠ  

 

ġekil 4.1'de gösterildiği gibi basit bir araç-köprü etkileĢimini ele alalım, araç     sabit 

hızda hareket eder ve bu araç,     uzunluğundaki basit bir köprü üzerinde hareket eden 

bir sertlik yayı     tarafından desteklenen bir yığın kütle olarak modellenir. 

 

 

 

 

ġekil 4.1. Basitçe desteklenen bir köprü üzerinde hareket eden yaylı kütle. 

 

Köprü, sabit kesitli bir Bernoulli Euler kiriĢi olarak kabul edilir ve hem köprü hem de 

araç süspansiyonunun sönümleme etkisi ihmal edilir, bu nedenle kiriĢ ve yaylı kütle için 

hareket denklemleri Ģu Ģekilde yazılabilir.
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 ̅   ̈                            (4.1) 

 

    ̈      (     |      )    (4.2) 

 

 ̅   birim uzunluk baĢına kütleyi gösterirken,    kiriĢin dıĢ rijitliği,   (   ) ve    , 

sırasıyla kiriĢin ve yayılan kütlenin dikey yer değiĢtirmelerini gösterir. Burada, kiriĢ 

üzerinde hareket eden yaylı kütlenin temas noktasında hareket eden konsantre bir 

kuvveti tanımlayan   Dirac delta fonksiyonu yer almaktadır. Yaylı kütle ile kiriĢ 

arasındaki temas kuvveti Ģu Ģekilde ifade edilebilir: 

 

         (     |      )       (4.3) 

 

 
 

Burada   yerçekimi ivmesidir. Aracın dikey yer değiĢtirmesinin statik denge 

konumundan ölçüldüğü kaydedildi. Bu nedenle yay üzerinde elastik kuvvet dıĢında ek 

bir kuvvet yoktur. EĢitlik 4.1’in çözümü modal Ģekiller cinsinden ifade edilecektir, 

     ; ve iliĢkili modal koordinatlar,           Ģu Ģekilde ifade edilebilir:  

 

       ∑      

 

   

         (4.4) 

 

Bu çalıĢmada ele alınan basit mesnetli kiriĢ için, köprünün modal Ģekillerinin sinüsoidal 

tipte olduğu bilinmektedir. Bu nedenle denklem Ģu Ģekilde ifade edilebilir: 

    

       ∑(     
   

   
        )

 

   

 

(4.5) 
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       yer değiĢtirmesi için EĢitlik 4.5'in yerine konulması; EĢitlik 4.1’in, her iki 

tarafını       ile çarparak; ve kiriĢin uzunluğu     üzerinden   e göre integral 

alındığında yeni denklem Ģu Ģekilde ifade edilebilir:                

 

∫  ̅  

   

 

  ∑   

 

   

   
          

   
    ∫  

   

 

   ∑  

 

   

       
       

   
  

 ∫   

   

 

                   

(4.6) 

 

 

Modal Ģekiller için ortogonallik koĢullarının kullanılması ve   alt indisinin   'ye 

dönüĢtürülmesiyle, EĢitlik 4.6 kısaltılarak Ģu Ģekilde ifade edilebilir: 

 

 ̈      
         

  
     ∫  

   

 
               

 ̅   ∫   
    

 
   

 (4.7) 

 

burada       köprünün   'inci modunun titreĢim frekansıdır. 

 

      
    

   
 √

  

 ̅  
 

 

(4.8) 

Ayrıca, EĢitlik 4.8’in sağ tarafının manipülasyonu yoluyla köprünün n. modal denklemi 

aĢağıdaki gibi elde edilebilir: 

 

     ̈       
      

 
    

    

 ̅     
       

      
∑(     

      

   
     )
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 ̅     
     

      

   
/      

     

 ̅     
     

      

   
 

(4.9) 
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Benzer Ģekilde, EĢitlik 4.2 yeniden yazılabilir: 

 

 

 ̈      
        

 ∑     

 

 

      

   
       

(4.10) 

 

Burada     aracın titreĢim frekansıdır. 

 

    √
   

   
 (4.11) 

 

Araç kütlesi    'nin köprü kütlesi  ̅  'den çok daha az olduğu varsayımıyla EĢitlik 4.9  

aĢağıdaki gibi ifade edilebilir: 

 

 

 ̈        
        

     

 ̅     
     

      

   
 

(4.12) 

 

Sıfır baĢlangıç koĢulları kullanılarak ıĢının genelleĢtirilmiĢ koordinatı EĢitlik 4.12'den 

elde edilerek aĢağıdaki Ģekilde elde edilebilir: 

 

    
   

    
[   (

     

   
)            ] 

(4.13) 

burada    ,     kütlesinin aynı noktadaki yerçekimi etkisi altında kiriĢin orta açıklığının 

yaklaĢık olarak statik sapmasını gösterir: 

 

 

     
        

 

    
 

(4.14) 
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Hız parametresi  , sürüĢ frekansının yarısının oranı olarak tanımlanır; 

 

 

  
    

    
 

(4.15) 

 

Tekli mod için EĢitlik 4.10’da köprü koordinatı     için EĢitlik 4.13’de yerine koyarak, 

EĢitlik 4.10’dan araç yanıtı     yi Duhamel integrali ile Ģu Ģekilde çözebiliriz: 

 

 

       
      

       

[
 
 
 
 
 

 

   
(             )

 

   (     .(
      

 )/             )

   
  (

     

   
)
 

  

   (     .(
    

   
    )  /             )

   
  (

    

   
    )

 

]
 
 
 
 
 

 

(4.16) 

 

“ ” nün köprünün araca olan frekans oranını ifade ettiğini düĢünürsek ve EĢitlik 4.15’de 

tanımlanan hız parametresini kullanarak önceki denklem Ģu Ģekilde yeniden ifade 

edilebilir: 
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[              

     (
      

   
)           

        

  
                              

          

  
                              

          
] 

(4.17) 

 

aracın hızını elde etmek için Ģu Ģekilde değiĢtirebiliriz: 

 

 ̇      
      

       
           

        (
      

   
)           

        

  
            (              )           

          

  
           (              )           

          
  

(4.18) 

 

 

4.2. AYRIKLAġTIRMA 

 

PDO’nün kullanımı sayısal entegrasyon gerektirir. Bu nedenle entegrasyon, basitliği 

nedeniyle ağsız bir Ģema kullanılarak gerçekleĢtirilir. Etki alanı, her biri belirli bir 

varlığa sahip bir dizi düğüm toplama noktasına ayrılmıĢtır. Etki alanı, her biri belirli bir 

varlığa sahip sonlu sayıda toplama noktasına ayrıklaĢtırılır. AyrıklaĢtırma tek biçimli 

veya tek biçimsiz olabilir. Belirli bir nokta ile iliĢkili olarak entegrasyon, her aile 

içindeki varlıkların toplamını içerir.  

Alan denklemi ve sınır koĢulları/baĢlangıç koĢullarının ayrıklaĢtırılmasından önce, her 

bir eĢ dizim noktasının ailesi oluĢturulur ve aile üyeleriyle etkileĢim derecesi (ağırlık 

fonksiyonu) belirlenir. Ailenin büyüklüğü, hesaplama yeterliliğine dayalı olarak 

belirlenebilir; ancak, alan denkleminin yerel olmayan özelliklerini yakalaması gerekir. 

Ayrıca, her nokta, PD iĢlevlerinin oluĢturulmasını gerektirir,   
                Bu 
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iĢlevler, aile noktalarının, aile boyutunun ve ağırlık fonksiyonunun belirli bir dağılımı ile 

her bir nokta için benzersizdir.  

Denklemlerin ayrıklaĢtırılmıĢ biçiminde, EĢitlik 4.19'daki aile (ufuk) üzerindeki 

entegrasyon Ģu Ģekilde sağlanır: 

 

∫  
  

       
              ∑ 

   

(    )  
       (      )      (4.19) 

 

 

Burada     , her bir PD noktasının      küçük artımlı varlığını temsil eder. Toplam,   

noktasındaki PD ailesiyle birlikte      nin her noktadaki katkılarını içerir. Gauss 

kareleme tekniğinde ağırlık için birlik elde etmek için entegrasyon noktaları her zaman 

varlığının merkezinde bulunur. Diferansiyel denklemlerin ayrıklaĢtırılmıĢ hali Ģu Ģekilde 

ifade edilebilir: 

 

         (4.20) 

 

Burada   vektörü, her integrasyon noktasında bilinmeyen alan değiĢkenini içerir ve   

matrisi, diferansiyel operatörlerin uygulanmasından kaynaklanan katsayıları temsil eder. 

  vektörü, diferansiyel denklemlerdeki bilinen terimleri temsil eder. Diferansiyel 

denklemlerle iliĢkili sınır ve/veya baĢlangıç koĢulları, aĢağıdaki gibi bir dizi kısıt 

denklemi olarak ayrıklaĢtırılabilir: 

 

         (4.21) 

 

Burada bilinen matris  , bilinmeyen vektör   ile bağlantılı kısıtlama denklemlerinin 

katsayılarını içerir ve   vektörü, uygulanan bilinen kısıtlama denklemleri terimlerini 

içerir. Lagrange çarpanlarının tanıtılmasıyla,    diferansiyel denklemlerin ve limit 

denklemlerinin ayrıklaĢtırılmıĢ biçimi, varyasyon analizi kavramı kullanılarak aĢağıdaki 

gibi birleĢtirilebilir: 
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                            (4.22) 

 

burada   , bilinmeyen vektör u'nun keyfi varyasyonunu temsil eder. Denklem 4.22 deki 

ikinci terimin ilk varyasyonu geniĢletilirse; 

 

 

                           
     

   
    

 

(4.23) 

   ve   'nın keyfi varyasyonları için, EĢitlik 4.24 

 

 

       
     

   
    (4.24) 

 

Ve 

 

         (4.25) 

 

Artık vektör  'yi aĢağıdaki gibi tanımladıktan sonra 

 

            {
       

     

   
 

          

}  ,
 
 
- (4.26) 

 

 

Taylor'ın seri açılımı Ģu Ģekilde ifade edilebilir: 

 

                                  

 
  

  
   

  

  
   

  

  
   

  

  
       

(4.27) 

 

   ve    'nın daha yüksek dereceli terimleri HOT dikkate alınmadan, artımlı artık 

vektör  R Ģu Ģekilde yazılabilir: 
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(4.28) 

 

 

EĢitlik 4.26'dan değiĢtirildikten sonra, bu denklem Ģu Ģekilde yeniden düzenlenebilir: 

 

 

   

{
 

 
 

     

  
        

      

   
   

     

   
  

           
     

  
     }

 

 
 ,

 
 
- (4.29) 

 

 

Dolayısıyla, artan denklemlerin yönetim sistemi Ģu Ģekilde elde edilir: 

 

 

            (4.30) 

 

 

burada 

 

  

[
 
 
 
     

  
   

      

   

     

   

     

  
 ]

 
 
 
 (4.31) 

 

 

   ,
  
  

- (4.32) 

 

 

ve 
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   ,
  
  

- (4.33) 

 

burada      ve     bilinen vektörle,    ve    bilinmeyen vektörlerdir. Sayısal bir 

uygulamada, Denklem 4.30'u bir adımda kullanarak Denklem 4.26'nın tatmini, 

doğrusallaĢtırma nedeniyle pratik değildir. Bu nedenle, çözüm özyinelemeli bir form 

aracılığıyla Newton-Raphson yöntemi kullanılarak yinelemeli olarak elde edilir: 

 

                       (4.34) 

 

       =0 ve                     ile birlikte. 

Lineer diferansiyel denklemler ve sınır/baĢlangıç koĢulları için, bunların peridinamik 

ayrıklaĢtırılması lineer bir cebirsel denklemler kümesine yol açar: 

 

        (4.35) 

 

ve 

 

        (4.36) 

 

 

EĢitlik 4.24 ve EĢitlik 4.25'e göre, sonuçta ortaya çıkan yöneten EĢitlik 4.26 Ģu hale 

gelir: 

 

           (4.37) 

 

ve 

 

      (4.38) 

 

bu denklemler Ģu Ģekilde yeniden biçimlendirilebilir: 
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,   

  
- ,

 
 
-  ,

 
 
- (4.39) 

 

 

 

4.3. SONLU ELEMANLAR YÖNTEMĠ 

 

4.3.1. Araç ve Köprü Ġçin Hareket Denklemleri 

 

Yaylı kütle birimleri, geleneksel köprü elemanları ile modellenmiĢtir. Ancak araçlarla 

doğrudan temas halinde olan diğer parçalar için bunun yerine yaylı kütle birimlerinin 

etkilerini dikkate alan etkileĢim elemanlarının kullanılması gerekmektedir. Bu 

çalıĢmada,    gösterimi kare matris, { } sütun vektörü ve 〈 〉 satır vektörü için 

kullanılır[53]. 

 

ġekil 4.1'de gösterilen araç modeli, bu bölüm boyunca büyük ölçüde yaylı kütle 

modeline atıfta bulunulacaktır. Süspansiyon ünitesinin rijitlik katsayısı     ile, araç 

gövdesinden alınan kütle     olarak gösterilsin. Yaylı kütle modeli, iki yoğun kütlenin 

her biri ile iliĢkili bir düğüm ile iki düğümlü bir sistem olarak kabul edilir. Ayrıca, statik 

denge konumlarından ölçülen iki düğümün dikey yer değiĢtirmelerinin { }  〈      〉 

koordinatlarıyla gösterilsin. Düğüme karĢılık gelen { }  yer değiĢtirmeleri {  }
  〈   

 〉, dıĢ kuvvetlerdir, burada   iki kütlenin toplam ağırlığını temsil eder,   

         ,   yerçekimi ivmesini gösterir[53]. 

 

 

ġekilde gösterilen yaylı kütle modeli için hareket denklemleri aĢağıdaki gibi yazılabilir: 
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    ̈               

 

(4.40) 

  

Burada   , tekerlek kütlesi ile köprü elemanı arasında var olan etkileĢim veya temas 

kuvvetidir.   , yayılan kütle biriminin hareket eden konumunu göstersin (bkz. ġekil 4.1) 

ve {  },    temas noktasında değerlendirilen kiriĢin dikey yer değiĢtirmesi için kübik 

Hermityen interpolasyon fonksiyonlarını içeren bir vektör, yani {  }  {     }  Temas 

kuvveti    Ģu Ģekilde ifade edilebilir: 

 

      〈  〉{  }           (4.41) 

 

 

AKE sisteminin tekerleklerin köprüden ayrılma olasılığından dolayı       koĢulu 

uygulanır,    balast sertliği, { } kiriĢ elemanının düğüm yer değiĢtirmeleri ve    ray 

düzensizliğinin yüksekliğidir, eleman boyunca bilindiği varsayılan    temas noktasında 

ele alınır. {  } enterpolasyon fonksiyon vektörünün, elemanın düĢey yer değiĢtirmelerle 

ilgili bu SD (Serbestlik Derecesi)’leri için yalnızca dört sıfır olmayan giriĢ içerdiğine, 

düĢey yer değiĢtirmelerle ilgili olmayan diğer giriĢlerin basitçe sıfıra ayarlandığına 

dikkat edin[53]. 

Yaylı kütle birimi ile temas halinde olan köprü elemanının hareket denklemleri Ģu 

Ģekilde yazılabilir: 

 

  ̅   { ̈}      { }  {  }  {  }    (4.42) 

 

burada   ̅    ve     , köprü elemanının kütle ,rijitlik matrislerini gösterir; ve {  }, 

elemana etki eden dıĢ düğüm yüklerini belirtir. Üç boyutlu katı kiriĢ elemanı olarak 
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köprü elemanı ile ilgili olarak, elemanın her bir düğümüne, üçü öteleme ve diğer üçü 

rotasyonlar için olmak üzere altı SD atanabilir. Bu çalıĢmada, köprü için Rayleigh 

sönümü varsayılmıĢtır; bu, tüm köprünün sönüm matrisinin, prosedürün yapının kütle ve 

rijitlik matrislerinin doğrusal bir kombinasyonu olarak hesaplanabileceği anlamına gelir 

[53]. 

 EĢitlik 4.40 ve EĢitlik 4.42’de görülebileceği gibi, yaylı kütle birimi ve köprü elemanı, 

hem zamanın hem de konumun bir fonksiyonu olarak değiĢen temas kuvveti    

aracılığıyla birbirleriyle etkileĢir. Yaylı kütle biriminin köprü elemanı ile tam temas 

halinde olmasını sağlamak için, köprü elemanı tarafından yaylı kütle birimine uygulanan 

reaktif kuvvet sıfırdan büyük olmalıdır. Temas kuvveti    sıfırdan küçük olduğunda, 

tekerlek kütlesi yukarı sıçrayacaktır, bu da yaylı kütle birimi ile köprü arasındaki temas 

koĢulunun ihlal edildiği anlamına gelir. Bu bölümde, hareketli araçların köprüden 

ayrılması için herhangi bir değerlendirme yapılmayacaktır. EĢitlik 4.40’ın ilk satırından, 

ikinci satırla birlikte temas kuvveti    aĢağıdaki gibi de ifade edilebilir: 

 

          ̈      ̈ (4.43) 

 

EĢitlik 4.42 ve 4.43'e göre kiriĢ elemanının dinamik tepkisinin sadece   statik 

ağırlığından değil, aynı zamanda dikey yönde hareket eden araçların atalet etkilerinden 

de etkilendiği görülebilir[53]. 

 

4.3.2. Artımlı Formda Eleman Denklemleri 

 

EĢitlik 4.40 ve EĢitlik 4.42'de verilen sistem denklemleri, iki alt sistem, yani hareket 

eden araç ve devam eden köprü arasındaki temas kuvveti   'nin varlığından dolayı, 

bağlantılıdır, doğrusal değildir ve doğası gereği zamana bağlıdır. Bu bölümde, 

dengelenmemiĢ kuvvetleri ortadan kaldırmak için her bir artımlı adımda gerçekleĢtirilen 

yinelemelerle, hareket sistem denklemlerini çözmek için artımlı bir yöntem sunulacaktır. 
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Sistem için   zamanından       ye kadar tipik bir artımlı adım düĢünün. EĢitlik 4.40 ve 

EĢitlik 4.42'de  sunulan bileĢen denklemleri, sistemin      zamanında deforme olmuĢ 

konumu için oluĢturulan denklemler olarak yorumlanmalıdır [53]. 

 

{ }     { }  {  } 

  

 

(4.44) 

burada {  }  ele alınan zaman adımı sırasında meydana gelen yaylı kütle biriminin yer 

değiĢtirme artıĢlarını gösterir. EĢitlik 4.41’i kullanarak, yaylı kütle eĢitliği (EĢitlik 4.40) 

artımlı biçimde Ģu Ģekilde yeniden yazılabilir: 

 

     { ̈  }          {    }    

      ⟨  ⟩{  }              

 

(4.45) 

 

burada {  } , son artımlı adımın sonunda, yani   zamanında hesaplanan yaylı kütle 

biriminin iç direnç kuvvetlerini gösterir, 

 

                  

 

(4.46) 

 

EĢitlik 4.45'in sağ tarafında görünen direnç kuvvetleri {  } ve ray düzensizlikleri 

        mevcut artan adımın baĢlangıcında bilinmelidir. Ancak, köprü yer değiĢtirmeleri 

{  }     bilinmemektedir. Araç denklemleri, aĢağıda gösterilecek olan köprü 

denklemleri ile birleĢtirilmiĢtir. Benzer Ģekilde, mevcut zaman adımında köprü yer 

değiĢtirmeleri için aĢağıdakiler yazılabilir: 
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{  }     {  }  {   } (4.47) 

 

burada {   }, mevcut artımlı adım sırasında köprü elemanının yer değiĢtirme artıĢlarını 

gösterir. EĢitlik 4.41 ve EĢitlik 4.47 kullanılarak, EĢitlik 4.42'de verilen köprü hareket 

denklemleri artımlı biçimde yeniden yazılabilir, 

 

  ̅   { ̈}     [       {  }⟨  ⟩]{   } 

 

 {  }     {  }              [       {  }〈  〉]{  }  

(4.48) 

 

 

DıĢ yükler {  }     ve düzensizlik fonksiyonu         gibi eĢittir iĢaretinin sağ 

tarafındaki tüm terimlerin verildiği veya son zaman adımında kullanıma sunulduğu 

durumlarda, tekerlek kütle yer değiĢtirmesi         hariç, köprü yer değiĢtirmeleri 

{  }  olarak ifade edilir. Bu da yine köprü ve hareketli araç arasındaki baĢka bir bağlantı 

kaynağını temsil eder[53]. 

 

4.3.3. Araçlar için EĢdeğer Rijitlik Denklemi 

 

Yaylı kütle birimi ve köprü elemanı için EĢitlik 4.45 ve EĢitlik 4.48'den görülebileceği 

gibi, iki sistem denklemi, birbirlerinin çözümüne bağlı olduklarından kuplajlıdır. 

AĢağıda, yaylı kütle eĢitliği (EĢitlik 4.45) ilk olarak Newmark'ın tek adımlı sonlu fark 

Ģeması kullanılarak eĢdeğer bir rijitlik eĢitliğine dönüĢtürülecektir. EĢdeğer sertlik 

eĢitliğinden, yaylı kütle biriminin yer değiĢtirmeleri çözülebilir ve daha sonra köprü 

eĢitliklerine ikame edilebilir. Bunu yaparak, araç SD'leri ortadan kaldırılabilir ve temas 

halindeki köprü elemanınınkilere yoğunlaĢtırılabilir. Newmark'ın sabit ortalama ivmeli, 

yani koĢulsuz kararlılığı için β = 0.25 ve γ = 0.5 olan β yöntemine dayanarak 
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{ ̇}     { ̇}  {     { ̈}   { ̈}    }      

{ }     { }  { ̇}    {       { ̈}   { ̈}    }    

 

(4.49) 

     anında aracın ivme ve hızlarının çözülebildiği, 

 

{ ̈}       {  }    { ̇}    { ̈}  

{ ̇}     { ̇}    { ̈}    { ̈}     
(4.50) 

 

katsayılar ve daha sonra görünecek olanlar aĢağıdaki gibi tanımlanır: 

 

   
 

     ’    
 

   
 ’    

 

   
 ’ 

 

   
 

  
   ,    

 

 
   ,    

  

 
(

 

 
  ), 

 

                   

 

(4.51) 

Araç ivmeleri ve hızları için EĢitlik 4.50'de verilen iliĢkilerle, yaylı kütle eĢitliği (EĢitlik 

4.45), eĢdeğer bir rijitlik eĢitliği verecek Ģekilde ifade edilebilir: 

 

                  

           〈  〉{  }          
     

 

 

(4.52) 

Burada: 

                ̇     ̈     

 
(4.53) 
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EĢitlik 4.52'nin eĢittir iĢaretinin sağ tarafındaki tüm terimler, köprü yer değiĢtirmeleri 

hariç, son artımlı adımın sonunda verilmiĢtir veya zaten bilinmektedir. Buna göre, yaylı 

kütle biriminin {  } yer değiĢtirme artıĢları EĢitlik 4.52'den çözülebilir ve köprü yer 

değiĢtirmeleri {ub}t+Δt ile Ģu Ģekilde iliĢkilendirilebilir: 

 

      
 

 
                        〈  〉{  }       

 

 
      

               ̃     ̃         

 

 

(4.54) 

D, EĢitlik 4.52'deki araç denklemlerinin determinantını temsil eder, 

 

             

 

(4.55) 

Ve 

 ̃               

 

 ̃                       

 

(4.56) 

EĢitlik 4.54, yaylı kütle SD'lerini köprü SD’lerine yoğunlaĢtırmak için efendi-köle 

iliĢkisini temsil eder. Yang ve Lin  tarafından kullanılan yaklaĢık efendi-köle iliĢkisi ile 

karĢılaĢtırıldığında, EĢitlik 4.54'deki mevcut iliĢki basit, doğru ve açık olma avantajına 

sahiptir. EĢitlik 4.54, Newmark tipinin sonlu fark formüllerinin tanıtılmasıyla 

türetildiğinden, tüm araç köprüsü etkileĢim sistemi için denklemlerin çözümünde ima 

edilenle aynı doğruluk sırasına sahiptir ve bu da Newmark's    yöntemi ile çözülecektir. 

Bu nedenle, aĢağıda türetilen AKE öğesinin doğruluğu ve yakınsama özellikleri hiçbir 

zorluk olmadan temin edilebilir [53]. 

 

 



41 

 

4.3.4. Araç-Köprü EtkileĢim Elemanı 

 

                 olduğu bilinmektedir ve     için eĢitlik 4.54'ün ilk satırı 

kullanılarak,      zamanında kiriĢ elemanı için yoğunlaĢtırılmıĢ hareket eĢitlikleri 

EĢitlik 4.48'den yaylı kütle biriminin etkileĢim etkisi ile türetilebilir,  

 

  ̅   { ̈  }      [ ̂ ]{    } 

 

  {  }     {  }      ({  }  [ ̂ ]{   } ) ,    

(4.57) 

 

  

burada [ ̂ ], yoğunlaĢtırılmıĢ sistem için rijitlik matrisidir, 

 

[ ̂ ]         

  

 
              {  }〈  〉 

 

(4.58) 

  

{  }     ray düzensizliklerinden ve balast sertliğinden gelen katkılar dahil olmak üzere 

tekerlekler tarafından indüklenen yük hareketlerini belirtir, 

 

    [        (           )
 

 
          ] {  } 

 

(4.59) 

 

ve {  }  yaylı kütle birimi ile iliĢkili direnç kuvvetlerini belirtir, 
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{  }     
 

 
(           )      

 

   ̃     ̃               {  } 

 

(4.60) 

 

EĢitlik 4.57’de [ ̂]{  }  terimi, köprü elemanının son zaman adımında uyguladığı direnç 

kuvvetleri olarak yorumlanmalıdır [53]. 

 

EĢitlik 4.58'de verilen yoğunlaĢtırılmıĢ sertlik matrisi [ ̂] esasen iki ana parça içerir.      

matrisi, köprü elemanının kendisinden kaynaklanan etkileĢimsiz kısmı temsil eder. 

EĢitlik 4.58'deki geri kalan, yükleme konumu     nin bir fonksiyonu olan hareketli yaylı 

kütle tarafından indüklenen etkileĢim kısmını temsil eder ve bu nedenle Ģekil fonksiyonu 

{  } tarafından ima edildiği gibi zamana bağlıdır. Bir zaman tanım alanı analizinde, her 

bir artımlı adımda yalnızca ikinci (etkileĢim) kısım güncellenmelidir. Rijitlik matrisinin 

bu kısmını tüm artan adımlar boyunca değiĢmeden tutmak ve yaylı kütle birimlerinin 

hareket konumlarının her bir zaman adımının yalnızca ikinci kısmını güncellemek için 

en uygun yol, hareketli araç olmayan köprü için olduğu gibi      matrislerini bir araya 

getirmektir. EĢitlik 4.57'de verilen denklemler, araç-köprü etkileĢimi (AKE) elemanı için 

tam olarak hareket denklemlerini temsil eder. Böyle bir elemanı kullanarak, bir kiriĢ 

elemanına sadece bir yaylı kütle biriminin etki etmesine izin verilir. Her eleman için izin 

verilen maksimum uzunluk, herhangi iki tekerlek grubu arasındaki minimum boĢluktan 

daha büyük olmamalıdır. Yukarıdaki prosedür, tek bir kiriĢ elemanı üzerinde aynı anda 

hareket eden iki veya daha fazla yaylı kütle birimi durumunu içerecek Ģekilde 

genelleĢtirilmiĢse, böyle bir kısıtlama kaldırılabilir. Hareketli yüklerin özel durumunu, 

yani hareket eden araçların atalet etkisinin ihmal edildiğini düĢünün.            

bırakarak, EĢitlik 4.55'den          olarak determinant, EĢitlik 4.46'dan direnç 

kuvveti              ve EĢitlik 4.53’den yaylı kütle kuvveti        .  Ayrıca, EĢitlik 

4.58 ve EĢitlik 4.60'dan aĢağıdakiler elde edilebilir: [ ̂]        {  }      {  } ve 
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{  }  { } Sonuç olarak, EĢitlik 4.57'de verilen yoğun denklem aĢağıdaki gibi 

düzenlenebilir: 

 

  ̅    { ̈  }         {    } 

 

 {  }      {  }      {   }   

(4.61) 

 

Burada  {  } terimi, tutarlı düğüm yükleri kavramına göre beklenebileceği gibi, 

hareketli yükün hareketini belirtir.  Öte yandan, sönümleme katsayısını    ve tekerlek 

takımının kütlesi    sıfıra eĢitlenerek ve aracın ve balastın rijitliklerine, yani    ve    

ye çok büyük bir sayı atanarak, hareketli kütleye ulaĢılabilir [53].  

 

Yukarıda türetilen AKE elemanı, eleman matrislerinde simetri ve bantlılık özelliklerini 

korurken, ana eleman ile tam olarak aynı sayıda SD'ye sahip olduğundan, tüm eleman 

denklemlerinin ve ilgili değiĢkenlerin aynı global koordinatlara dönüĢtürülmesi yoluyla, 

yapının her düğüm noktasındaki denge ve uyumluluk koĢullarını hesaba katan 

geleneksel eleman montaj prosedürü, hareket denklemlerini oluĢturmak için tüm araç 

köprü sistemlerine uygulanabilir. Yani, EĢitlik 4.57 ile temsil edilen tüm AKE 

elemanları ve hareketli araçlarla temas halinde olmayan elemanlar üzerinden döngü 

yapılarak, yapı için hareket denklemleri aĢağıdaki gibi kurulabilir: 

 

     { ̈  }    
     {   }     {  }     {  }  

 
(4.62) 

burada {  }     zamanında köprünün toplam yer değiĢtirmelerini      ve {   }   

zamanından            ye kadar köprünün yer değiĢtirme artıĢlarını gösterir, 
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{   }     {   }  {    } 
(4.63) 

 

 

Sistem eĢitlikliğinde (EĢitlik 4.62), terimlerin her biri, köprünün yoğunlaĢtırılmıĢ olanlar 

da dahil olmak üzere kiriĢ elemanlarının tüm karĢılık gelen terimleri üzerinde döngü 

yapılarak birleĢtirilmiĢtir. Bu nedenle, hem AKE elemanlarının hem de ana elemanların 

katkılarının tekerlek yükleri tarafından doğrudan etkilenmediği göz önüne alındığında, 

     kütle matrisi ve      köprünün rijitlik matrisi olarak yorumlanmalıdır. EĢitlik 

4.62'nin sağ tarafındaki dıĢ yükler {  }     ve direnç kuvvetleri {  }  aĢağıdaki gibi 

oluĢturulmuĢtur: 

 

{  }     ∑  {  }     {  }     

     

     

 (4.64a) 

 

 

{  }  ∑ ({  }  [ ̂ ]{  } )

     

     

 (4.64b) 

 

4.3.5. Yinelemelerle Artımlı Dinamik Analiz 

 

Newmark'ın   yöntemiyle, sistem eĢitliği (EĢitlik 4.62), tipik bir zaman adımı için 

köprünün yer değiĢtirme {   } çözülebildiği bir dizi eĢdeğer sertlik denklemine 

dönüĢtürülebilir. Böyle bir prosedür tekrarlanarak toplam köprü ve araç tepkileri de 

hesaplanabilir. Artımlı yaklaĢımın doğruluğu, aĢağıda sunulacak yinelemeli bir 

prosedürün dahil edilmesiyle arttırılabilir [53]. 
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4.3.6. AKE Sistemi için EĢdeğer Sertlik Denklemleri 

 

Her Ģeyden önce, köprünün      zamanındaki ivmeleri ve hızları, EĢitlik 4.50'de 

verilenlere benzer Newmark tipi sonlu fark formülleri kullanılarak {   } ve köprünün t 

zamanındaki yer değiĢtirme artıĢlarıyla araçlar için olduğu gibi iliĢkilendirilebilir [53]. 

 

{ ̈  }    
   {    }    { ̇  }    { ̈  }   

 

{ ̇}
    

 { ̇}
 
   { ̈}

 
   { ̈}

    
  

 

(4.65) 

 

EĢitlik 4.65'deki ifadelerin değiĢtirilmesiyle, sistem eĢitliği (EĢitlik 4.62) aĢağıdaki 

eĢdeğer sertlik denklemlerini verecek Ģekilde ifade edilebilir: 

 

[  ]    
{    }  {  }     {  }   

 
(4.66) 

 

 

etkin rijitlik matrisi [  ]    
 burada 

 

[  ]    
             

 
(4.67) 

 

ve etkin direnç kuvveti vektörü {  }  
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{  }  {  }      (  { ̇ }    { ̈ } ) (4.68) 

 

 

Artımlı analizde yeterince küçük zaman adımları kullanılıyorsa, hem etkin rijitlik matrisi 

[  ]    
 hem de yük vektörü {  }     her zaman adımında sabit olarak kabul edilebilir 

[53]. 

 

Daha önce bahsedildiği gibi, türevde yer alan yoğunlaĢtırma prosedürü de dahil olmak 

üzere eĢdeğer sertlik eĢitliğinin (EĢitlik 4.66) doğruluk sırası, EĢitlik 4.49'da verilen 

Newmark tipi formüllerde belirtilenle aynıdır. Pratikte karĢılaĢılan araç-köprü etkileĢim 

problemlerinin çoğu için, mevcut yaklaĢımın doğruluğu tatmin edicidir ve makul ölçüde 

küçük zaman artıĢları    seçilmesi koĢuluyla hiçbir yineleme gerekli değildir. Bu 

durumda, köprünün yer değiĢtirme artıĢları {   } doğrudan EĢitlik 4.66'dan çözülebilir, 

bu daha sonra EĢitlik 4.63 ile ikame edilerek toplam {  }     yer değiĢtirmeleri elde 

edilir. EĢitlik 4.65      zamanında köprünün {üb}t  t ivmelerini ve { ̇}
    

 hızlarını 

verir. Buna göre, köprünün her bir elemanının, yani {  }      { ̇ }      ve {  }t  t yer 

değiĢtirmeleri, hızları ve ivmeleri hesaplanabilir. Geriye doğru ikame ile, yaylı kütle 

biriminin {  }yer değiĢtirme artıĢları EĢitlik 4.54'den hesaplanabilir, bununla birlikte 

yaylı kütle biriminin      zamanındaki toplam tepkisi EĢitlik 4.44 ve EĢitlik 4.50'den 

hesaplanabilir. Bu,   'den      ye kadar mevcut zaman adımı için analiz döngüsünü 

tamamlar. Bir not olarak, araç ivmesi { ̈}, trenle taĢınan yolcular için sürüĢ konforunun 

bir ölçüsü olarak ifade edilir [53]. 

 

Daha önce belirtildiği gibi, AKE elemanına yol açan araç S'lerinin yoğuĢması eleman 

seviyesinde gerçekleĢtirilir. Bunu, eleman olanlardan yapısal matrisleri birleĢtirmek için 

geleneksel prosedürün doğrudan uygulanabileceğini takip eder. Bu nedenle, yapı 

seviyesinde yoğuĢma gerçekleĢtiren veya hiç yoğuĢma olmayan yaklaĢımlarla 
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karĢılaĢtırıldığında, programlama ve hesaplama için gereken çaba minimumdur. Böyle 

bir avantaj, bir dizi hareketli araç yüküne maruz kalan köprülerin incelenmesinde daha 

açık hale gelir. Bu gibi durumlarda, ihtiyaç duyulan Ģey, treni oluĢturan vagonların her 

bir tekerlek yükünün hareket pozisyonunu her zaman adımında belirlemek için uygun bir 

defter tutma Ģemasıdır. Burada türetilen VBI öğesinin, yalnızca düzenli aralıklarla ve 

sabit büyüklükteki vagonların modellenmesi için değil, aynı zamanda karayolu 

köprülerinden rastgele bir trafik akıĢı oluĢturan farklı büyüklükteki araçlar için de 

geçerli olduğu belirtilmelidir [53]. 

 

4.3.7. Yineleme Prosedürü 

 

Araçların köprüden geçiĢi sırasında, araçlar zaman zaman hareket konumlarını 

değiĢtiren etkileĢim veya temas kuvvetleri aracılığıyla bir yandan köprüyü harekete 

geçirir; Öte yandan, köprü, temas kuvvetlerinin yanı sıra sapma yoluyla da araçların 

davranıĢını etkiler. Böyle bir fenomen, yalnızca artımlı nitelikteki prosedürlerle 

çözülebilen tipik bir doğrusal olmayan etkileĢim problemidir. Hareketli araç yükleri 

altında yer değiĢtirmesi küçük kabul edilebilecek köprüler için, her bir artımlı adımda 

yineleme yapılmasına gerek yoktur. Ancak, hareketli araç yükleri altında yer 

değiĢtirmeleri küçük olarak kabul edilemeyen köprüler için, her artan adım için yapısal 

düğümlerdeki dengesiz kuvvetlerin kaldırılması için yinelemeler yapılmalıdır. AĢağıda 

yinelemeler için prosedürün bir özeti verilmiĢtir [52]. 

Ġterasyonların gerçekleĢtirilmesi amacıyla, artan biçimde sunulan EĢitlik 4.66'daki AKE 

sisteminin eĢdeğer sertlik denklemleri, yineleme özelliğini içerecek Ģekilde 

değiĢtirilmelidir, yani, 

 

[  ]    
{    }

  {  }     {  }    

   
 (4.69) 
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her sembolün üzerindeki sağ üst simge i, geçerli yineleme sayısını gösterir. EĢitlik 

4.69'un sağ tarafı ilk yineleme       için dıĢ yük artıĢları ve sonraki yinelemeler 

      için sistem dengesiz kuvvetleri olarak yorumlanmalıdır. BaĢlangıçta artımlı 

biçimde sunulan bir denklemi, yinelemeli ölçü içeren bir denklemde değiĢtirme felsefesi, 

baĢlangıçta t zamanı ile iliĢkilendirilen tüm terimlerin, mevcut artımlı adım ve orijinal 

olarak t     zamanı ile iliĢkili tüm terimler, mevcut, yani i., yinelemeli adım için 

olanlardır. Örneğin, EĢitlik 4.68'deki dirençli kuvvet vektörü,     olan yinelemeli 

adımlar için aĢağıdaki gibi değiĢtirilmelidir: 

 

 

{  }    

   
 {  }    

        (  { ̇ }    

   
   { ̈ }    

   
) 

 

  

(4.70) 

EĢitlik (6.30), çok sayıda doğrusal olmayan problemin incelenmesinde karĢılaĢılan tipik 

bir doğrusal olmayan denklemi temsil eder. Bu tür sorunları çözmek için, sabit yüklerde 

yinelemeler gerçekleĢtiren değiĢtirilmiĢ Newton-Raphson yöntemi kullanılabilir [52]. 

Sistem eĢitliğinin (EĢitlik 4.69) baĢlangıç koĢulları (    için) 

 

{  }    

 
 {  } 

 
  

 

 {   }    
  {   } 

   

(4.71) 

 

Burada { }
 

 
  EĢitlik 4.68'de verilmiĢtir ve sağ üst simge   önceki artıĢlı veya zaman 

adımının son yinelemesini gösterir. Buna göre, sistem eĢitliği (EĢitlik 4.69), mevcut 

artımlı adımın ilk yinelemesi (yani,    ) için aĢağıdaki denkleme indirgenir: 
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[ ]
    

{   }
  {  }     {  } 

 
 (4.72) 

 

 

Burada, etkin rijitlik matrisi [ ]
    

'nin, değiĢtirilmiĢ Newton-Raphson yöntemi 

kullanılarak yapılan yinelemeler için güncellenmesi gerekmeyen her bir artımlı adımda 

sabit kaldığı belirtilmelidir Her yinelemeli adım için, köprünün yer değiĢtirme artıĢları 

{   }
  EĢitlik 4.69'dan çözülebilir. Buna göre, mevcut yinelemeli adım için köprünün 

toplam yer değiĢtirmeleri Ģu Ģekilde toplanabilir: 

 

{   }    
  {   }    

    {    }
  (4.73) 

 

 

Köprünün ivmesi ve hızı, iterasyon özelliği dikkate alınarak EĢitlik 4.65'den 

hesaplanabilir, yani, 

 

{ ̈  }    

 
   {    }

    { ̇  }    

   
   { ̈  }    

   
 

 

 

{ ̇  }    

 
 { ̇}

    

   
   { ̈  }    

   
   { ̈  }    

 
 

(4.74) 

  

Köprünün global koordinatlardaki {  }    
  yer değiĢtirmeleri elde edildiğinde, 

köprünün her bir elemanı için {  }     
 yer değiĢtirmeleri buna göre hesaplanabilir. Araç 

yer değiĢtirme artıĢları {  } , EĢitlik 4.54'den,      alt simgeli terimleri iteratif adımla 

iliĢkili terimler ve t alt simgeli terimleri       yinelemeli adım ile iliĢkili terimler 

olarak ele alarak hesaplanabilir. Yaylı kütle biriminin iteratif adım için toplam tepkileri, 
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EĢitlik 4.44 ve EĢitlik 4.50'den baĢlangıç koĢulları { }    
  { } 

   ile aĢağıdaki gibi 

belirlenebilir: 

 

{ }    
  { }    

    {  }   (4.75a) 

 

 

{ ̈}    
    {  }    { ̇}    

      { ̈}    
    (4.75b) 

 

 

{ ̇}    
  { ̇}    

      { ̈}    
      { ̈}    

  (4.75c) 

 

 

 

4.4. DOĞRULAMA VE YÖNTEMLERĠN KARġILAġTIRILMASI 

 

Bu bölümde, EĢitlik 4.9 ve EĢitlik 4.10'dan elde edilen tek serbestlik dereceli araç köprü 

modelinin PD çözümü, sonlu eleman ve yarı analitik çözüm ile karĢılaĢtırılmıĢtır. 

KarĢılaĢtırmada yineleme için üç farklı zaman aralığı,                       ve    

            seçilmiĢtir.  

 

Örnek uygulamada köprü için aĢağıdaki özellikler [21] benimsenmiĢtir: kesit alanı 

        , eylemsizlik momenti          ,  elastik modülü                 , 

uzunluk        ve birim uzunluktaki ağırlık  ̅            . Aracın varsayılan 

kütlesi             ve yay sabiti =                , oluĢacak titreĢim frekansı 

ise               .  

 

Ağırlık fonksiyonu EĢitlik 4.20, her noktanın ailesi içindeki maddi noktalar arasındaki 

yerel olmama derecesini belirler. Herhangi bir boyutsuz ağırlık fonksiyonu matematiksel 

olarak kabul edilebilir; ancak, gerçekte, içinde ağırlık fonksiyonunun akıcılığı, artan 
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mesafelerle etkileĢimin derecesindeki azalmayı ve fiziksel bir olayı tanımlayan 

diferansiyel denklemin özelliklerini yansıtmalıdır. Bir sınırlama olmamakla birlikte, tüm 

uygulamaların çözümünde ağırlık fonksiyonu Gauss dağılımı Ģeklinde Ģu Ģekilde 

belirtilmiĢtir: 

 

  | |      | |     (4.40) 

 

Bu özel biçim, malzeme noktaları arasındaki etkileĢimin derecesini belirtmek için 

gerçekçi bir yol sağlar ve hem hesaplama doğruluğunu hem de kararlılığı artırır. Aracın 

kiriĢten            hızında geçtiği durumda, aracın            için düĢey yer 

değiĢtirmeleri ġekil 4.2'de verilmiĢtir. Sonuçlar incelendiğinde PD çözümünün yarı 

analitik çözüme çok yakın sonuçlar verdiği ve bu zaman aralığında sonlu eleman 

yönteminin yetersiz kaldığı görülmektedir. ġekil 4.3'te             için köprünün 

düĢey yer değiĢtirmeleri ayrı ayrı verilmiĢtir 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ġekil 4.2.     için aracın düĢey yer değiĢtirme tepkisi. 
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ġekil 4.3.      için köprünün orta noktasının dikey yer değiĢtirme yanıtı. 

 

Aynı Ģekilde PD çözümü yarı analitik çözüme çok yakın sonuçlar verirken, bu zaman 

aralığının sonlu eleman yöntemi için yetersiz olduğu görülmektedir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ġekil 4.4.     için aracın dikey hız yanıtı. 
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Ayrıca aracın düĢey doğrultudaki hız (ġekil 4.4) ve ivme (ġekil 4.5) eğrisi     için 

incelendiğinde sonlu elemanlar yönteminin sonuç vermediği, aksine PD çözümünün yarı 

analitik çözüme göre daha iyi sonuç verdiği görülmektedir.     zaman aralığında 

köprünün dikey yöndeki hız ġekil 4.6 ve ivme ġekil 4.7 tepkileri incelendiğinde, PD 

çözümünün yarı analitik çözüme daha iyi yakınsadığı, son eleman yönteminin ise 

belirtilen zaman aralığında herhangi bir sonuç üretmediği görülmektedir.  

 

Aynı zamanda     için araç üzerindeki düĢey yer değiĢtirme, hız ve ivme grafikleri ġekil 

4.8'da gösterilmiĢtir. Sonuçlar incelendiğinde PD çözümünün sonlu eleman çözümüne 

göre analitik çözüme daha yakın olduğu görülmektedir. Öte yandan,     için köprünün 

düĢey yer değiĢtirme, hız ve ivme grafikleri incelendiğinde, PD çözümünün ġekil 

5.1'daki yarı analitik çözüme daha iyi yakınsadığı görülmektedir. Bu çalıĢmada yarı 

analitik çözümde yaklaĢık hatanın belirlenmesinde global hata yaklaĢımı tercih 

edilmiĢtir. Yakınsama kriterleri, aĢağıdaki Ģekilde tanımlandığı gibi küresel bir hata 

ölçüsüne [29] dayanmaktadır. 

 

 

 

ġekil 4.5.     için aracın dikey ivme yanıtı. 
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ġekil 4.6.     için köprünün orta noktasının dikey hız yanıtı. 

 

 

 

ġekil 4.7.     için köprünün orta noktasının dikey ivme yanıtı. 
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|    |     

√
 

 
∑*  

   
   

   
+
 

 

   

 (4.41) 

 

  ve   üst simgeleri sırasıyla kesin ve sayısal çözümleri ifade eder.   parametresi, 

etki alanındaki toplam eşdizim noktası sayısını temsil eder. Köprü üzerinde hareket 

eden aracın dinamik tepkilerinin Peridinamik Diferansiyel Operatörü ve sonlu 

eleman yöntemine göre hata analizi Çizelge 4.1'de verilmiĢtir. Tablo incelendiğinde 

PD çözümünün hata oranlarının sonlu elemanlar yöntemine göre daha düşük olduğu 

görülmektedir. Benzer Ģekilde Çizelge 4.2'den köprünün dinamik tepkilerinin hata 

analizine bakıldığında PD çözümünün hata oranlarının sonlu elemanlar yöntemine 

göre daha düĢük seviyelerde olduğu görülmektedir. 
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Çizelge 4.1. Araç için PD ve SEY sonuçlarının dinamik yanıtlarının hata oranları. 
 

 

 
 

Çizelge 4.2. Köprü için PD ve SEY sonuçlarının dinamik yanıtlarının hata oranları. 

 

 

 

CEVAP 

HATALAR% 

            

Aracın Dikey Yer 

değiĢtirmesinin PD Çözümü 
0.623532 0.423538 0.407682 

Aracın Dikey Hızının PD 

Çözümü 
0.085212 0.071753 0.070283 

Aracın Dikey Ġvmesinin PD 

Çözümü 
0.090064 0.0903 0.088287 

Aracın Dikey Yer 

değiĢtirmesinin SEY Çözümü 
∞

 
1.070004 1.067242 

Aracın Dikey Hızının SEY 

Çözümü 
∞

 
0.079332 0.076914 

Aracın Dikey Ġvmesinin SEY 

Çözümü 
∞

 
0.09233 0.088658 

CEVAP 

HATALAR% 

            

Köprünün Dikey Yer 

değiĢtirmesinin PD Çözümü 
0.623532 0.423538 0.407682 

Köprünün Dikey Hızının PD 

Çözümü 
0.085212 0.071753 0.070283 

Köprünün Dikey Ġvmesinin PD 

Çözümü 
0.090064 0.0903 0.088287 

Köprünün Dikey Yer 

değiĢtirmesinin SEY Çözümü 
∞

 
1.070004 1.067242 

Köprünün Dikey Hızının SEY 

Çözümü 
∞

 
0.079332 0.076914 

Köprünün Dikey Ġvmesinin SEY 

Çözümü 
∞

 
0.09233 0.088658 
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(a) 
 

 

 
 

 

(b) 
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(c) 

 

ġekil 4.8. Aracın     için dikey yerdeğiĢtirme (a), hız (b) ve ivme (c) cevabı. 
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BÖLÜM 5 

 

  SONUÇLAR VE TARTIġMA 

 

Bu çalıĢmada, tek serbestlik dereceli araç köprü etkileĢiminin dinamik tepkilerinin 

elde edilmesinde yarı analitik çözüm ile Peridinamik Diferansiyel Operatör ve sonlu 

eleman yönteminin karĢılaĢtırılması yapılmıĢtır. Son eleman yöntemi için yapılan 

çalıĢmalar ıĢığında Newmark  yöntemi tercih edilmiĢ ve bu doğrultuda sırasıyla 

       ve        katsayıları belirlenmiĢtir. Yineleme için          ,    

        ve             olmak üzere üç farklı zaman aralığı belirlenerek, aracın ve 

köprü orta noktasının yer değiĢtirme, hız ve ivme tepkileri dikey yönde 

gözlemlenmiĢtir.  

Hata analizi için global hata ölçümü kullanılmıĢ ve aracın düĢey doğrultudaki yer 

değiĢtirme, hız ve ivme tepkilerinin PD çözümünde sırasıyla           , 

          ve           oranlarında yarı analitik bir çözüme yakınsadığı 

belirlenmiĢtir. Aynı zaman aralığında sonlu eleman yönteminin sonuç vermediği 

ortaya çıktı. Benzer Ģekilde PD çözümünde köprü orta noktasının ilk zaman aralığı 

için          ,                         oranlarında yarı analitik çözüme 

yakınsadığı, sonlu elemanların tekrar sonuç vermediği görülmüĢtür. 
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(a) 

 

 
 

(b) 
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(c) 

 

ġekil 5.1. Köprünün orta noktasının     için dikey yer değiĢtirme (a), hız (b) ve ivme 

(c) cevabı. 

 

Ġkinci ve üçüncü zaman aralıklarında araç ve köprü orta noktasının dinamik tepkisi 

incelendiğinde, PD çözümün sonlu elemanlar yöntemine göre daha düĢük hata 

oranıyla daha iyi sonuç verdiği görülmüĢtür. Sonuçlar ıĢığında Peridinamik 

Diferansiyel Operatörün sonlu elemanlar yöntemine göre daha doğru sonuç verdiği 

ortaya çıkmıĢtır. 
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