UNIVERSITESI

BIR SERBESTLIK DERECESINE SAHIP
MUKAVEMETLI ORTAMDA CALISAN
MEKANIZMALARDA MEKANIK HAREKETIN
INCELENMESI

2023
YUKSEK LISANS TEZi
MAKINE MUHENDISLIGi

Furkan AKCA

) _ Tez Danigmani
Dr. Ogr. Uyesi Kerim Gokhan AKTAS



BiR SERBESTLIK DERECESINE SAHIP MUKAVEMETLI ORTAMDA
CALISAN MEKANIZMALARDA MEKANIK HAREKETIN INCELENMESI

Furkan AKCA

} ) Tez Danismani
Dr. Ogr. Uyesi Kerim Gokhan AKTAS

T.C.

Karabiik Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Makine Miihendisligi Anabilim Dalinda
Yiiksek Lisans Tezi
Olarak Hazirlanmistir

KARABUK
Nisan 2023



Furkan AKCA tarafindan hazirlanan “BIR SERBESTLIK DERECESINE SAHIP
MUKAVEMETLI ORTAMDA CALISAN MEKANIZMALARDA MEKANIK
HAREKETIN INCELENMESI” baslikl1 bu tezin Yiiksek Lisans Tezi olarak uygun

oldugunu onaylarim.

Dr. Ogr. Uyesi Kerim Gékhan AKTAS e
Tez Danismani, Makine Miihendisligi Anabilim Dal1

Bu ¢alisma, jiirimiz tarafindan Oy Birligi ile Makine Mithendisligi Anabilim Dalinda
Yiiksek Lisans tezi olarak kabul edilmistir. 25/04/2023

Unvani, Adi SOYADI (Kurumu) Imzasi

Baskan :Dr. Ogr. Uyesi. Fatih PEHLIVAN (KBU) e,

Uye : Dr. Ogr. Uyesi. Kerim Gokhan AKTAS (KBU) e,

Uye  :Dr. Ogr. Uyesi. Mehmet Ali GUVENC (ISTE) e,

KBU Lisansiistii Egitim Enstitiisii Yonetim Kurulu, bu tez ile, Yiiksek Lisans

derecesini onamistir.

Prof. Dr. Muslim KUZU e

Lisanstistli Egitim Enstitiisti Miidiirii



“Bu tezdeki tiim bilgilerin akademik kurallara ve etik ilkelere uygun olarak elde
edildigini ve sunuldugunu, ayrica bu kurallarin ve ilkelerin gerektirdigi sekilde, bu
calismadan kaynaklanmayan biitiin atiflart yaptigimi: beyan ederim.”

Furkan AKCA



OZET

Yiiksek Lisans Tezi

BiR SERBESTLIK DERECESINE SAHIiP MUKAVEMETLIi ORTAMDA
CALISAN MEKANIZMALARDA MEKANIK HAREKETIN INCELENMESI

Furkan AKCA

Karabiik Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii

Makine Miihendisligi Anabilim Dalh

Tez Danismani:
Dr. Ogr Uyesi Kerim Gokhan AKTAS
Nisan 2023, 92 sayfa

Gilinlimiizde miihendislik problemlerinin ¢dziimiinde makine ve mekanizmalarin
calistigl ortamlarin mekanik sistemlere etkisi oldukca biiyliktiir ve 6nemli bir yere
sahiptir. Modern makine ve mekanizmalarin tasarlanmasinda ve mekanik hareketinin
incelenmesinde hiz, ivme, konum analizleri ve mukavemet hesaplamalarinin
yapilmasinda mekanizmanin ¢aligtigi ortamin etkisinin dikkate alinmasi dogru ve

gercekei sonuglar elde edilmesi agisindan 6nemlidir.

Bu sebeple, bu tez calismasinda tek serbestlik derecesine sahip mukavemetli ortamda
calisan karmasik bir mekanizmanin mekanik hareketinin incelenmesi ele alinmustir.
Lagrange metodu, virtiiel is prensibi ve sistemin kinetik enerjisinin degismesi teoremi
kullanilarak, mukavemetli ortamda ¢alisan mekanizmanin hareket denklemi ii¢ farkl
yontem ile elde edilerek dogrulanmistir. Sistemdeki i¢ ve dis reaksiyon kuvvetleri

sistemin momentumunun degismesi teoremi ile bulunmustur. Elde edilen hareket



denklemleri, ortamin diren¢ mukavemeti ihmal olunan durumu ve ortamin direng
mukavemeti ihmal olmayan viskoz durum igin ¢g6ziilerek sistemin serbest ve zorlanmig
titresim cevaplar1 elde edilmistir. Titresim analizi Matlab yaziliminda 0.01 zaman
aralig kullanilarak yapilmistir. Sonug¢ olarak mukavemetli ortamin sistemin titresim
cevabina etkisinin incelenebilecegi bir model olusturulmus ve analizleri yapilmistir.
Mukavemetli ortamin viskozitesine gore soniimleme kabiliyetinin degistigi ve

mukavemetli ortamin bir damper gorevi gordiigii tespit edilmistir.

Anahtar Sozciikler : Lagrange metodu, Kinematik, Hareket denklemi, Viskozite,
Dogal frekans, Virtiiel is.
Bilim Kodu : 91420
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Nowadays, the effect of the environments in which machines and mechanisms operate
on mechanical systems is quite large and has an important place in solving engineering
problems. In the design of modern machines and mechanisms and in the study of
mechanical movement, it is important to take into account the effect of the
environment in which the mechanism operates in speed, acceleration, position analysis

and strength calculations in order to obtain accurate and realistic results.

For this reason, in this thesis, the examination of the mechanical motion of a single
degree of freedom complex mechanism operating in a robust environment is discussed.
By using the Lagrange method, the virtual work principle and the theorem of variation
of the kinetic energy of the system, the equation of motion of the mechanism operating

in a robust environment is obtained by three different methods. The internal and

Vi



external reaction forces in the system are found by the change of momentum theorem
of the system. Free and forced vibration responses of the system are obtained by
solving the obtained equations of motion for the case of neglected resistive strength
and not neglected resistive strength. Vibration analysis is performed in MATLAB
software using 0.01 time interval. As a result, a model in which the effect of the robust
environment on the vibration response of the system can be examined is created and
analyzed. It has been determined that the damping ability of the resistant environment

changes according to the viscosity and the resistant environment acts as a damper.
Key Word  : Langrange method, Kinematics, Equation of motion, Viscosity,

Natural frequency, Virtual work
Science Code : 91420
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BOLUM 1

GIRIS

Giinliik hayatta kullanilan makine ve mekanizmalar hayatimizda biiyiik bir yer
kaplamaktadir. Makine ve mekanizmalarin kullanimi hayatimiz1 kolaylastirdig1 gibi
daha verimli ¢aligmamizi saglamaktadir. Bu nedenle verimli bir sekilde ¢alismak artik

bir tercih degil bir zorunluluktur [1-3].

Modern makine ve mekanizmalarin tasarlanmasinda mekanik hareketin incelenmesi
onemlidir. Miihendislik problemlerinde mekanik hareketin incelenebilmesi igin
sistemin davranigin1 belirleyen hareket denklemlerinin olusturulmasi gereklidir.
Hareket denklemleri olusturulurken de sisteme etki eden kuvvet, sontim ve direngenlik

parametrelerinin dikkate alinmasi gerekmektedir [4].

Titresim yapan sistemlerde soniim bir damper elemani ile saglanabilecegi gibi,
sistemin i¢inde bulundugu ortamin direng mukavemeti ile de saglanabilir. Bu sebeple
sistemin icinde bulundugu ortam parametrelerinin de hesaba katilmasi dogru ve

gercekei sonuglar elde edilmesi agisindan 6nemlidir.

8 boliimden olusan bu tez calismasinda bir serbestlik derecesine sahip, mukavemetli
ortamda calisan mekanizma, sisteme etkiyen kuvvetler ve calistig1 ortam g6z Oniine
aliarak incelenmistir. Yapilan bu ¢alismanin giris boliimiinde yapilan ¢alismanin
icerigi hakkinda verilmistir. ikinci boliimde literatiir taramas1 yapilmis ve yapilan
calismalar yorumlanmistir. Uciincii boliimde ise kuvvetler sistemi ve bunlarin
siiflandirilmas: hakkinda bilgiler verilmistir. Dordiincii boliimde mekanik sistemin
hareketinin incelenmesi, hareket denklemlerinin olusturulmasi ve D’Alembert

prensibinden bahsedilmistir.



Besinci boliimde maddesel noktanin serbest ve zorlanmis titresimi hakkinda teorik
bilgi verilmistir. Altinc1 bolimde sistemin hareket denkleminin elde edilmesinde
kullanilan yontemler ele alinmistir. Sistemin momentumunun de§ismesi teoremi,
sistemin kinetik enerjisinin degismesi teoremi, virtiiel is prensibi, Lagrange metodu
hakkinda bilgi verilmistir. Altinc1 boliimde ise mukavemetli ortamda c¢alisan tek
serbestlik dereceli bir mekanizma ele alinarak, ilk olarak sistemin kinetik enerjisinin
degisimi teoremi kullanilarak hareket denklemi edilmistir. Elde edilen hareket
denklemleri soniimlii zorlanmis titresim durumu i¢in ¢Oziilmiistiir. Daha sonra
mekanizmanin hareket denkleminin dogrulanmasi amaciyla Lagrange metodu ve
virtiiel is prensibi kullanilarak hareket denklemleri tekrar elde edilmistir. Elde dilen
hareket denklemi kullanilarak ortamin diren¢ mukavemeti ihmal olunan durum i¢in
sOniimsiiz serbest ve zorlanmig titresim analizi yapilmistir. Daha ortamin direng
mukavemeti ihmal olmayan durum i¢in soniimlii serbest ve zorlanmis titresim analizi
yapilmistir. Son olarak da soniim zorlanmis titresim durumunun hareket denklemi
MATLAB/Simulink yaziliminda ¢d6zdiiriilerek sonuglar kiyaslanmistir. Yedinci
bolimde ise elde edilen analiz sonuglari yorumlanmis ve c¢alismanin Gnemi

vurgulanmistir.



BOLUM 2

LITERATUR ARASTIRMASI

Mekanik sistemlerin ya da mekanizmalarin dinamik hareketinin incelenmesinde ve
hareket denklerinin olusturulmasinda Lagrange Metodu, Virtiiel Is Prensibi,
Newton’un Ikinci Kanunu ve D’Alembert Prensibi gibi metotlar kullanilmaktadir.
Lagrange metodu enerjinin korunumu kanununu temel alan ve literatiirde kabul géren
yontemlerden birisidir. Lagrange metodunda, kinetik ve potansiyel enerji ifadeleri goz
ontinde bulundurularak soniim ve dig kuvvetlerin sistemin genel koordinatlar1 tizerinde
gerceklestirmis olduklari sanal islerin genel kuvvetleri meydana getirmesi ve buradan
yola c¢ikarak hareket denklemlerinin elde edilmesi saglanmaktadir. Aktas, yaptigi
calismada ¢amasir makinesinin 8 serbestlik dereceli modelin hareket denklemlerini
olustururken Lagrange metodundan yararlanmistir. Bu yontemde, potansiyel ve
kinetik ifadeler dikkate alinarak, dis kuvvetler ve soniimleme kuvvetlerinin sistemin
genel koordinatlar1 iistinde meydana getirdigi virtiel islerin genel kuvvetleri
olusturmasit ve bu yontemle hareket denklemlerinin bulunmasini saglamistir [5].
Aktas, yaptig1 diger calismada ise ankastre kirigin direngenlik ve kiitle denklemlerini
elde etmek i¢in Lagrange denklemlerinden yararlanmistir. Calismada iki piezoelektrik
sensOr arasina sandvi¢ edilmis ankastre bir kirigin hareket denklemleri ¢ikarilmis ve
piezoelektrik elemanlarin sistemin dinamik davranigina etkisi incelenmistir [6]. Adar
vd., yaptiklar1 calismada 5 serbestlik dereceli bir robot kolunun dinamik olarak
modellemesini ele almiglardir. Modellemesi yapilan robot kolu 3 uzuvlu her biri donel
5 eklemli toplamda 5 serbestlik derecesine sahip bir koldur. Calismada, robot kolunun
hareket denklemlerinin elde edilmesinde Lagrange-Euler denklemlerinden
faydalanilmis ve PID kontrolcii kullanilarak robot kolunun verilen yoriingeyi basarili
bir sekilde takip etmesi saglanmistir [7]. Eroglu vd., Euler-Bernoulli kirisi olarak
modellenen bir koprii lizerinden gecirilen ti¢ serbestlik derecesine sahip ¢eyrek arag
modelinin aktif titresim kontroliinii calismiglardir. Calismada, koprii ve aracin hareket

denklemlerinin olusturulmasinda Lagrange metodu kullanilmistir. Araca iki farkl yol



girisi verilmis ve PID ve Kayan kipli kontrol yontemi kullanilarak titresimin minimum
seviye indirilmesi amaglanmistir [8]. Arag siiriis konforunun ve giivenliginin
saglanmasi ara¢ dinamigi alaninda yapilan aragtirmalarin basinda gelmektedir, Cakan
vd. yaptiklar1 ¢alismada yoldan kaynaklanan titresimlerin aktif kontroliiniin lineer
aktiiator kullanimini incelemislerdir. 2 serbestlik dereceli ¢eyrek ara¢ siispanisyon
sistemine ait Lagrange hareket denklemlerini Adams ve MATLAB/Simulink
yaziliminda simiile etmislerdir[9]. Lundberg, yapmis oldugu calismada agir ticari
kamyonlarda siirlis konforunu, farkli ara¢ bilesenlerinin yol girdisine tepkisini nasil
etkiledigini arastirmak i¢in ayrintili bir model olusturulmasi gerektiginin iizerinde
durmustur. Bu sebeple, ¢ceyrek kamyon modeli, 2D yarim ara¢ modeli ve 3D tam arag
modeli olmak iizere 3 farkli model olusturmustur. Modelin hareket denklemleri
Lagrange denklemleri kullanilarak olusturulmus ve modellerin dinamik cevab1 Matlab
yazilimi kullanilarak elde edilmistir [10]. Durmus vd. tek giris-¢ikis ve ¢ok giris-
cikisli, Genellestirilmis Ongoriilii Kontrol algoritmasi ve Newton-Raphson uyarlamali
Genellestirilmis Ongoériilii Kontrol algoritmali yapay sinir agmi inceleyerek, alt:
ekleme sahip robot koluna, eklem esasli olmak {iizere yoriinge kontrolii igin
uygulamigtir. Dinamik modellemeye siirtlinmenin etkilerini, taginan yiik ve bu yiikiin
tasima esnasinda diistiigli anda olusturacagi etkileride ekleyerek Lagrange-Euler
yontemini kullanmiglardir. Elde edilen dinamik model, 4. mertebeden Runge-Kutta
biitiinlestirme yontemi kullanilarak robot kolunun simiilatérii olusturulmustur. Robot
kolu eklemlerinin yoriinge takibi kiibik ve siniizoidal yoriinge esaslarin1 baz alarak
belirlenmistir. [11]. Yamakita ve Satoh yapay sinir aglari kullanan robot uzuv
yonlendiricilerinin kontrol algoritmalar {izerinde yaptiklari c¢alismada, yapay sinir
aglarinin sistemin serbestlik derecelerine bagli olmayabilecegini belirtmislerdir.
Lagrange denklemleri vasitasiyla serbestlik derecesinden bagimsiz bir algoritma
onererek simiilasyon ve deney sonuglarini bazi algoritmalarla karsilastirmiglardir [12].
Stroe vd. 2011 yilinda yapmis olduklar1 ¢alismalarinda, sanal is prensibinin dis
kuvvetlerin etkisi altindaki bir sistemin hareketini, i¢ kuvvetlerini ve tepki kuvvetlerini
incelemek i¢in kullanilabilecegini ortaya koymuslardir. Lagrange denklemlerini de
kullanarak robot kolunun i¢ mafsal kuvvetlerini hesaplamislardir. Boylelikle ic
kuvvetleri hesaplamak i¢in Lagrange yontemine dayanan yeni bir ¢oziim yolunu
ortaya koymusturlar. Sistemin hareketini sifir oldugu kabul edilmistir [13]. Cheng ise

yaptig1 calisgmada gilic agim izleyen akilli titresim sensorleri i¢in Lagrange



denklemlerini kullanmistir. Calismadaki asil amag kirig yapisinin titresimini akill
sensorler vasitasiyla Lagrange denklemlerini kullanarak daha etkin bir sekilde kontrol
edebilmek ve kirigin giivenilirligini incelemektir. Kiris yapisinda olusan titresimlerinin
sismik ivmelenmeler ile kinematik formiil elde edilmistir. Lagrange parametre
optimizasyonu ile kiris yapisinin titresim tepkisini en aza indiren parametreler elde
edilmistir [14]. Nagarkar vd. yapmis olduklari ¢aligmada, nonlineer c¢eyrek arag
siispansiyon  sisteminin modellemesini ve optimizasyonunu ele almistir.
Olusturduklart matematiksel modele ara¢ koltugunu ve arag¢ siiriiciisiinii de dahil
etmislerdir. Simiilasyon ¢alismalart MATLAB/Simulink ortaminda yapilmistir. Yol
girisi olarak C smif yol girdisi verilmis ve aracin 80 km/h ile hareket ettigi kabul
edilmistir. Ceyrek ara¢ modelinin hareket denklemleri D’Alembert prensibi
kullanilarak elde edilmistir. Titresim soniimlemesi i¢in siispansiyon sisteminin aktif
titresim kontrolii yapilmistir. Aktif titresim kontroliinde LQR ve PID kontrol
algoritmalar1 kullanilmis ve sonug olarak PID kontrol algoritmasinin siiriis konforu
acisindan daha iyi sonuglar verdigi tespit edilmistir [15]. Al Qahtani vd. robotikte
manipiilatorlerin kontrol edilebilmesinin énemli bir sorun oldugunu ve bu sorunu
¢ozmek icin dogru bir dinamik robot manipiilatér modeli ele alinmas1 gerektigini
belirtmislerdir. Calismada, Euler-Lagrange ilkesine dayanarak her bir uzvun Jacobian
govdesini ve genellestirilmis atalet matrisini kullanan mevcut bir 4 serbestlik dereceli
robot kolunun dinamik modeli sunulmustur. Robot kolunun pozisyon kontroliinde PID
algoritmas1 kullanilmig ve PID parametrelerinin belirlenmesinde de diferansiyel evrim
algoritmas1 kullanilmistir. Sonug¢ olarak diferansiyel evrim algoritmasi ve PID
kontrolcliniin robotun kontrol kabiliyetini artirdig1 belirlenmistir. Ayrica uzuv
kiitlerinin artirilmasinin PID kontrolciiniin performansini etkilemedigi sadece gerekli
mafsal torklarinin arttigi tespit edilmistir [16]. Yiiksel vd. helikopterlerin rotor
kanatgiklarinin yapisinda da bulunan ve donme hareketi yapan farkli kuvvetlere maruz
kalan kirigin titresimini incelemislerdir. Buna ek olarak Euler-Bernoulli kirisi
varsayimi goz oniine alarak eksenel kisaltma ile baglantili olarak doner atalet, ug kiitle
ve eksenel kuvvetin olusturdugu etkilerin denklemlerini Lagrange yaklasimin
kullanilarak tiiretmislerdir. Analitik ¢6ziim bulmadaki zorluklardan dolayi, yaklasik
¢ozlimler elde etmek i¢in varsayillan modlar yontemi kullanmiglardir. Diferansiyel
denklemin sayisal ¢oziimlerini farkli uyarim durumlar i¢in hazirlamislardir. Sonug

olarak dogrusal ve esnek bir kiriste olusan titresimlerin farkli uyarimlardaki



durumlarini arastirillmistir. Varsayilan modlar yontemi kullanilarak elde ettikleri
yaklagik ¢6ziim ve sonuglara karsilik gelen degerleri grafiklerle gostermislerdir [17].

LIN vd. D’ Alambert ve sanal isler yontemini kullanarak donen bir Timosenko kirisinin
dogrusal denklemlerini elde etmislerdir. Uzama ve egilme deformasyonu arasinda
olusan tiim atalet kuvvetlerini tespit edebilmek i¢in dogrusal olmayan kiris teorisini
kullanmiglardir. Dénen kirisin dogal frekansi iizerinde Coriolis etkisi dikkate
alinmistir. Timosenko’nun kirisinin dogal frekansini 6lgmek icin diferansiyel giic
serisi denklemleri kullanmislardir. incelenen yontemin dogrulugunu kanitlamak igin,
farkli agisal hiz, yarigap ve kalinlik miktalart ele alinmistir. Sonug olarak, donme
hareketi ve titresim hareketi yapan bir Timosenko kirisi, dogrusal olmayan kirislerin
dogrusallagtirilmas1 yoluyla bu kirislere ait denklemler tiiretilmistir. Ayrica
goriilmistiir ki Coriolis kuvvetinin, dosnme hareketi yapan Timosenko kirisi tizerindeki
etkileri, kiris lineer elastik ve sabit durumdayken yok sayilabilecek derecede kiigiiktiir
[18]. Sheng vd. Hareketli yiikler altindaki yapilarin dogrusal olmayan dinamik
tepkilerini belirlemek igin, yiikii dogrusal slispansiyonlar tizerinde, her iki ucundan
sabitlenmis Euler-Bernolli modeli kullanilan bir kirisi incelemislerdir. Kiris i¢in
Kelvin-Voigt malzeme modeli kullanilmistir. Dinamik hareketlerin denklemleri Von
Kéarman dogrusal olmayan teorisi ve D’Alambert prensibi kullanilarak tiiretilmistir.
Galerkin yontemine dayanaraktan sistemin kismi diferansiyel denklemleri Newmark
ve Newton-Raphson iterasyon yontemlerini kullanan dogrusal olmayan denklemlere
dontistiiriilerek ¢oziiliir. Arastirmanin sonucunun dogrulanmasi ve giivenilir olmasi
i¢in karsilastirmalar hareketli kiitle ve osilator kullanilarak gergekletirilmistir. Elde
ettikleri sayisal sonuglara gére dogrusal olmayan analizlerin dogrusal analizlere gore
daha yiiksek oldugunu, dogrusal olmayan dinamik tepkilerin arag¢ kiitlesi, kiris ve
ylizey pirizliligiinin arttikga buna paralel olarak arttigini ayrica genlik ve
soniimleme arttikca darbe faktorlerinin hizla azaldigini dogrulamaktadir. Fakat agiklik
daha da biiyiidiik¢e darbe faktorii daha yavas artmaktadir ve ¢ok biiyiik soniimleme
degerleri icinse hemen hemen ayni olmaktadir [19]. Hadwan vd. yaynladiklar
makalede, yolcu ve siiriiciilere daha iyi bir siiriis deneyimi kazandirmak igin,
modelleme ve simiilasyon arasinda bir baglanti1 kurarak aktif ve pasif soniimleme
sistemlerinin etkisini ve arac stabilitesini arttirmayr hedeflemislerdir. Yapilan
calismada aracin kiitlesinin Slispansiyon kiitlesine oraninin, arag kasislerden gecerken

yolcular iizerinde olusturacagi dikey yonlii ivmelenmenin oranina incelemesini ele



almaktadir. Elde edilen bulgulara gore yaygin olarak kullanilan arag¢ siispansiyon ve
yaylarinin normal kullanim sartlar1 altinda yeterli soniimlemeyi sagladigi goriilmiistiir.
Fakat yiiksek performans istenen durumlarda aktif siispansiyon sistemlerinin
kullanilmasmin da biiyiik fayda sagladigi anlasiimistir [20]. Sniady vd. Euler-
Bernoulli’nin 2 farkl: titresim modelini kullanarak hareket etmekte olan ve kuvvetler
altindaki bir kirisin iki farkli yerel olmayan gradyan elastiklik teorisi versiyonlarinin
yani gerinimin bir fonksiyon olarak kabul edildigi Eringen modeli gerilme gradyaninin
ve yerel olmayan modelin stres, gerinim gradyaninin bir fonksiyonu iizerinde
calismiglardir. Sonlu kirisin dinamik tepkisinin hareketi degerlendirilmistir. Bu
kuvvet, kiris boyunca sabit bir hizla hareket etmektedir. Coziimleri sonsuz bir sekilde
kapali formda sunmuslardir. Dinamik yiikler altinda ¢alisan Euler-Bernoulli kirisi
sonlu elamanin, dinamik tepkisi altinda iki farkli egime dayali olarak sabit bir hizla
yerel olmayan esneklik modelleri basit¢e diistiniilmiistiir. Her iki Eringen modelinde
de gerilmelerin, gradyan gerilimleri kiris i¢in teorik ¢6ziimleri ve yer degistirmeleri,
egilme momentleri siniis egrisi seklinde elde edilmistir. Eringen modeli i¢in elde
edilen Ozel integral kapali bir bigimdedir. Gradyan gerilme modelinde serilerin
yakinsaklig1 Eringen modeline gore daha zayiftir. Bunun sebebi Eringen’in dogal
frekanslarinin gradyaninkinden daha diisiik olmasidir. Bu kirigin gerilimindeki sertlik
degerinin gerinimdeki degerinden diisiik olmasi anlamina gelmektedir. Ayrica
gerilimdeki kritik hiz gradyan gerinim modelinden daha disiiktiir. Stresin, gradyan
modeli s6z konusu oldugunda egilme momentini hesaplamak biraz daha zordur.
Eringen modelinde kiris yer degistirmeleri, titresimler ve egilme momentleri dordiincii
derece serilerden olusan toplaminin diferansiyel denkleminin belirsizlikten kaginma
sinir kosullar1 altinda ve kapali ¢coziimlerle dikkate alinmasi gerektigi anlasilmistir.
Maksimum kuvvetin olustugu nokta, kesme kuvvetinin olustugu yerdir. Siniis fourier
serisi formu gerilmede kismi diferansiyel denklemler tiiretilerek gradyan modelinde

¢cozlimler elde edilmistir [21].



BOLUM 3

KUVVETLER SiSTEMININ SINIFLANDIRILMASI

3.1. KUVVETLER SIiSTEMININ SINIFLANDIRILMASI

Kuvvetler sistemi iki baslik altinda siniflandirilabilir, cisme etkiyen kuvvetler sisteminin

asagidaki tiirleri vardir ve su sekilde siniflandirilir;

Ayni1 cisme etki eden ¢ok sayida kuvvetin toplamina kuvvetler sistemi denir

Sekil 3.1. Kuvvetler sisteminin sembolik gdsterimi [22].

Serbest genel kuvvetler sistemi bir noktaya etki eden veya bir noktada kesisen
kuvvetler sistemi ve paralel kuvvetler sistemi. Bu kuvvetler sistemi diizlemde ve ya

uzayda da bulunabilmektedir.

3.1.1. Esdeger Kuvvetler Sistemi

Cisimlere uygulanan farkli kuvvetler sistemi denge durumunu koruyorsa boyle kuvvetler

sistemine esdeger kuvvetler sistemi denir veya serbest cisme etki eden herhangi bir kuvvet



sistemini bagka bir kuvvet sistemiyle degistirdigimizde cismin durumunda degisiklik

olmazsa boyle kuvvet sistemlerine esdeger kuvvetler sistemi denir.

F

0.

Sekil 3.2. Esdeger kuvvetler sisteminin sembolik gosterimi [22].

3.1.2. Bileske Kuvveti

Bir cisme etki eden birden fazla kuvvete esdeger olan tek bir kuvvet varsa o kuvvete

bileske kuvvet denir.

y
|
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Sekil 3.3. Bileske kuvvetin gosterimi [22].

Kuvvetler herhangi bir degiskene bagl olarak asagidaki kriterlerle ifade edilebilir.

F=sabit; modiilce ve ydnce sabit kuvvetler érnegin cisimlerin agirlik kuvvetleri

|

g



F= sabit; sadece modiilce sabit ve yoniinii degistirmeyen kuvvetler; 6rnegin yer ¢ekimi

kuvveti

F = F(t);Zamana bagli olan kuvvetler 6rnegin harekete gecirici(tahrik) kuvvet

F = FOsinwt

F = F(s);yer degisimine bagh olan kuvvetler érnegin; yayin elastiklik kuvveti
F =

*c A,
(A=yayin deformasyonu, c=yayin sertlik katsayisi)

F=F(v);hiza bagli kuvvet, 6rnegin ortamin mukavemet kuvveti, (R = —uv).
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BOLUM 4
MEKANIK SISTEMIN HAREKETININ INCELENMESI
4.1. MADDESEL NOKTANIN HAREKET DENKLEMLERIi
Maddesel noktanin hareketini anlamak i¢in ilk olarak hareket denklemlerini saptamak
gereklidir. Farz edelim ki, M kiitleli maddesel nokta, bir kuvvet tesiri altinda belirli bir

egri dogrultusunda hareket etmektedir. Newton'un 2. Yasasina gore bu durum su

sekilde ifade edilecektir:

iy

Sekil 4.1. M kiitlesine sahip maddesel noktanin F kuvveti etkisi altindaki hareketi.

ma=F (4.1)

Ivme vektérel olarak asagidaki gibi yazilir:

av d*7

dt dt? (4.2)

a

Bu sayede, hareketin vektorel diferansiyel denklemi yazilir;

11



az#

dt?

=F (4.3)

ma=m

Bu vektorel diferansiyel denklemin, daha Onceden saptanmis x,y ve z koordinat

eksenlerine izdiisiimii agagidaki ifadedeki gibi olacaktir:

ma, = F, (4.4)

[vmenin x, y ve z koordinatlarina bagil olarak izdiisiimlerini dikkate alinirsa;

2 2 2
i Y a, =2 (4.5)

ax=dt2' ay=dt2' Z 4z

Ve sonug olarak, bu hareketin iz diisiimii ifadesi sdyle bulunmustur:

d?x
dt?

d? d?z
=F;, m=2=F; =

2z~ Ly m—==F (4.6)

Hareketin yoriingesi saptandigi igin, dogal koordinat sistemi ekseni tizerindeki iz

diisiimlerinden yararlanilir.
ma; = F;; ma, =F, ;ma, = F, 4.7)

Kinematikte noktanin hareketi dogal bi¢imde verildiginde, bu noktanin ivme

bilesenleri (normal, tegetsel veya binormal) sdyle olacaktir;

2
at = %;an = % ;ab =0 (48)

yortinge

s=f(t)

12



Sekil 4.2. Hareket yoriingesi verilmis maddesel noktanin koordinant sistemleri
lizerine iz diisiimleri.

Bu ifadeler denklemde yerine koyularak asagidaki ifade elde edilmistir.

dZ 2
== Ft;% = F,,0= F, (4.9)

Fakat bazi durumlarda noktanin dairesel koordinat sistemindeki hareketinin bulunmasi

gerekmektedir. Boyle durumlarda, asagidaki diferansiyel denklemler kullanilabilir.

m(# — r¢?) = E, (radyal); (4.10)
m(rg+219) = F, (transversal (¢apraz)); (4.11)
mZ = F, (eksenel) (4.12)

4.2. MADDESEL NOKTA ICiN D’ALEMBERT PRENSIBI

M Kkiitleli serbest olmayan maddesel nokta, F kuvvetinin tesiri altinda belirli bir egrisel
diizlemde hareket ediyor olsun, statigin serbestlestirme prensibine dayanilarak, bu
serbest olmayan maddesel nokta, sanki serbest maddesel noktaymis gibi kabul

edilebilir. Boylelikle bagli oldugu mesnetinden ayirilir ve bu mesnetin noktaya

uyguladig1 kuvvet ise, Nreaksiyon kuvvetiyle degistirilir.

F+N+F (4.13)
Y F+(—mdg) =0 (4.14)
olur.

Sonug olarak:

13



D’Alambert teoremi vasitasiyla dinamik problemlerinin ¢oziimii, statik problemi
¢ozlimi haline getirilir. Yani D’Alembert prensibi cisme uygulanan dig kuvvetlerin,
atalet kuvvetleri ile dengede oldugunu belirtir [23-25].

Eger maddesel nokta, diiz degil de egri bir diizlem boyunca hareket ediyorsa bu
durumda ivmesi normal ve tegetinin ivmelerinden olusur, egri diizlemdeki
hareketinden dolayr bu maddesel noktaya etkiyen atalet kuvveti de normal ve teget

ivmelerden meydana geldigi igin;

—at —at

Fi =-ma, F. =-ma,; (4.15)
—at 2

F? = mat:m% : E%=ma, = m% (4.16)

Maddesel noktanin hareket ettigi diizlemi yarigapt p = R olan ¢ember olarak ele

alindiginda, bu kuvvetler asagidaki gibi bulunacaktir:

Fl, =meR FlL = mw?R (4.17)
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BOLUM 5
MADDESEL NOKTANIN TiTRESIM HAREKETLERI

5.1. MADDESEL NOKTANIN HARMONIK TiTRESIM HAREKETI

M kiitleli maddesel noktanin, F kuvveti tesiri altinda sabit O noktasina dogru, dogrusal

hareket ettigini diisiinelim. Maddesel noktaya uygulanan F kuvvetinin biiyiikligii sabit
O merkezine olan mesafesi ile dogru orantili oldugu durum i¢in bu maddesel noktanin

hareket denklemi su sekilde yazilacaktir:

Sekil 5.1. M kiitleli bir cismin F kuvveti altinda sabit O noktasina hareketi.

F,=m&% = _kx (5.1)

dt?

Burada k (N /cm) elastiklik katsayisini ifade etmektedir.

k elastiklik katsayist m’ye boliiniip k/m = w,? yazilirsa denklem (5.1) asagidaki

gibi yeniden diizenlenir.

2
S+ wyx =0 (5.2)
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Burada w,, dogal frekansi1 ifade etmektedir. Bu denklem maddesel noktaya geri
dondiiriicii yani geri cagirict kuvvetin tesiri altindaki hareketinin diferansiyel
denklemidir.

Bu diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii sdyle olacaktir;

x = Aq coswyt + A, sinwyt (5.3)

A, ve A, sistemin baglangi¢ sartlarindan yola ¢ikilarak bulunabilir. ¢ = 0 aninda x(t)

< . d - .
uzakligimin ve x(t) = (d—:) (t) hizinin degeri x Ve x, olarak tanimlanirsa;

x(tZO):Alsz (54)
%(t=0) =w,4, = %, '

olarak bulunur. Dolaysi ile A; = x, ve A, = Xy/w,, olur. Denklem (5.3) baslangi¢

sartlarina gore yeniden diizenlenirse, denklem (5.2)’nin ¢6zliimii asagidaki gibi olur.
X = Xy COSwyt + ;—isin wyt (5.5)
Denklem (5.3) asagidaki gosterimle yeniden diizenlenebilir.

A, = Asing (5.6)
A, = Acos¢ (5.7)

Burada a ve ¢ yeni sabitlerdir.

A=t + a2 = [+ ()] = [ror+ ()] 59)
¢ =tan™?! (2—:) = tan™! (x(;%) = tan™! (x‘;%) (5.9)
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Olarak elde edilir. Bu durumda baginti su sekilde yazilabilir;
x = Asin(wyt + ¢) (5.10)
Yukarida yazilan denklem, harmonik titresim hareketinin denklemidir.

Buradan da anlasildigi iizere maddesel noktaya, sadece geri ¢agirici kuvvet etki
ediyorsa bu durumda maddesel nokta harmonik olarak titresim hareketi yapmaktadir.
Denklemdeki, A ifadesi hareketin genligi, ¢ baslangi¢ faz agisini, w,, ise titresimin
dogal frekansidir. Siniis ve kosiniis fonksiyonlarinin periyotlar1 2w oldugu igin,
titresimin bir tam periyotuna, yani tam bir titresim hareketinin gerceklesmesi i¢in

gereken zaman T sembolii ile belirtilmistir.
Wo(t+T)+¢] —(wpt+¢) =21 (5.11)

Buradaki denklemde, w,, T = 2m olarak veya T = VZV—” olarak kabul edilmistir. Bir

n

saniyede olusan titresimlerin toplam sayisi titresimin frekansi olarak tanimlanir ve

f ile gosterilmektedir.

f= % oldugundan ve yukaridaki denklemde de anlasildig: iizere, w,, degeri f den

sabit olarak 27w kadar farklidir, bunun sonucu olarak , titresim frekansini artik w,, ile

belirtilmistir.

Ax

. .\ t
a.sina | o /- -

Sekil 5.2. Harmonik titresim hareketinin grafigi.
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Eger maddesel nokta iki ya da daha fazla yaya bagh elastiki kuvvetin etkisi altinda
titresim hareketi yapiyorsa, bu durumda yaylarin esdeger sertlik (direngenlik)

katsayisindan (k) faydalanilir.

Yaylarin birbirlerine seri ya da paralel baglanma sekillerine gore, es deger direngenlik

katsayisinin hesaplanmasinda ii¢ durum s6z konusudur.

a) Yaylar ardisik birlestirildiginde yani birbirine seri olarak baglandiginda; yayin

esdeger direngenlik katsayis1 sdyle hesaplanacaktir:

L (5.12)

T kytks,

b) Kiitlenin iki yaym tam ortasindan baglanmasi durumunda yaylar birbirine paralel

bagli olarak diistiniiliir ve esdeger direngenlik katsayisi agagidaki gibi hesaplanir.
k€$ = kl + k2 (513)

€) Yaylarin birbirine paralel olarak baglanmasi durumunda esdeger direngenlik

katsayist denklem agagidaki gibi hesaplanir.

kes = ky + k; (5.14)

prer

|

Sekil 5.3. Yaylarin baglanti sekilleri.
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5.2. MADDESEL NOKTANIN SONUMLU TIiTRESIM HAREKETI

Soniimlii titresim de M kiitleli maddesel noktaya geri ¢agirict F kuvvetine ilave olarak,

ortamin R mukavemet kuvveti de etki etmektedir. Etkiyen mukavemet kuvveti

denklem asagidaki gibi bulunabilir.

d
Ry = —pv, = pg (5.15)

Burada u, zemin siirtiinmesinden kaynakli soniim katsayisidir ve birimi Ns/m dir.

Dinamigin II. kanununa gore hareket halindeki maddesel noktanin diferansiyel

denklemi sdyle yazilir:
ma=R+F+N+P (5.16)
Bu vektorel esitligin O, ekseni iizerine izdiisiimiinii yazildiginda:

d%x
dt?

=FE +R,=—kx— u% olarak bulunur. (5.17)

ANNNNNNNNN

NOUONNANNANNYN

S S S

R F M X
-

A
A

Sekil 5.4. Maddesel noktanin Soniimlii titresim hareketi.
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Normal kuvvet N L 0, agirlik kuvveti P L O, oldugu i¢in, bu eksene gore izdiisiimleri
sifira esit olacaktir. Ifadeyi m*‘ye boliip, % =w,? % = 2n olarak denklemde yerine

yazilirsa, agagidaki diferansiyel denklem elde edilir.
x = (5.18)

Bu diferansiyel denklemin ¢dziimii x = e?¢ olarak kabul edilip konumun zamana gore
birinci (x = ze?) ve ikinci tiirevi (X = z2e?") denklem (5.15)’de yerine yazilirsa,

karakteristik denklem asagidaki gibi bulunur.
z%+2nz+w,,?=0 (5.19)
Buradan denklem (5.16)’nin kokleri, z,, = —n +4/n? —w,? olarak elde edilir.
Diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimii, denklemin karakteristik koklerine baglhdir.
Burada dikkat edilmesi gereken 3 durum vardir:

1. n < w,, (kiiciik degerdeki mukavemetler i¢in)

2. n > w, (biiylik degerdeki mukavemetler i¢in)

3. n = w, (ideal durum igin)
n < wy, olmasi durumunda denkleminin genel ¢6ziimii asagidaki gibi olacaktir.

x = Ae ™sin(wyt + @) (5.20)

Burada:

_ V(o + nxp)? + (xowy)?

A
Wq
— -1 (_*oWda
¢ = tan (v°+nxo) (5.21)

Wy=\/wp? — n?
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esitlikleri ile hesaplanir ve esitlikte verilen w,; sonimlii dogal frekans: ifade

etmektedir. Sontimlii titresimin periyodu denklem (5.22) ile asagidaki gibi hesaplanr.

T, == (5.22)
d

Wq

Denklem (5.22)’den anlasildig1 iizere soniimli titresim hareketinin tam periyodu,
harmonik titresim hareketinin tam periyodundan daha biiytiktiir, ¢iinkii her zaman

wy < wy, dir.
n > w, olmasi durumunda denkleminin genel ¢6ziimii asagidaki gibi olacaktir.

x = Ale(—n+\/n2—wn2)t +Aze(—n—1/n2—wn2)t

xo(n+\/n2—wn2)+v0
Al - 2/ nZ—wpy?2
A, = i G L (5.23)

2 2
2\nc—wp

n = w,, olmasi durumunda ise denkleminin genel ¢6ziimii asagidaki gibi olacaktir.

x = (x9 + (Vg + wpxy)t)e Wnt (5.24)

5.3. ZORLANMIS TIiTRESIiM HAREKETI

Kiitlesi m olan maddesel cisme, F geri ¢cagirici kuvveti, ortamin R mukavemet kuvveti

ve ayrica bu cisme periyodik kanunla degisen Q kuvveti de uygulandigin farz edelim.

Bu kuvvetin Ox ekseni iizerine iz diisiimii su sekilde bulunur:

o] R F v @ «

Sekil 5.5. Kuvvetin Ox ekseni tizerine iz diistimii.
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Qx = Qosin(pt) (5.25)

Burada, Q, zorlama kuvveti olarak isimlendirilebilir. Anlasildigi lizere bu kuvvet
harmonik kanunla degismektedir. Q, ise zorlama kuvvetinin en yiiksek oldugu
maksimum degeridir yani genligidir. p ise zorlama kuvvetinin degisme frekansidir.
Zorlanmis kuvvet tesiri altinda olusan titresimler de zorlanmis titresimler olarak

adlandirilir.

Maddesel noktanin hareket kanununu x = f(t) ile bulalim. Bunu saglamak igin

maddesel noktanin hareketinin diferansiyel denklemi soyle yazilir:

d?x

7= Fx + Ry + Q, (5.26)
Yada

d? d .
md—tf = —kx — ,ud—: + Qysin(pt) (5.27)

Denklem (5.27)’de L w,?, L£=12n, %o — p olarak diizenlenirse;
m m m

d? d .
d—tf + an—: + w,?x — hsin(pt) =0 (5.28)

denklem (5.27), denklem (5.28)’deki gibi elde edilir.

Bu ifade maddesel noktaya geri ¢agirici kuvvetin, tepki kuvvetinin ve siniis dalgasi
seklinde olan zorlanma kuvvetinin etki etmesi durumunun diferansiyel denklemidir.
Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii, genel ve 6zel ¢oziim olmak {izere iki ¢oziimiin

toplamindan olugmaktadir. Dolayisiyla,

x = x; + x, olur. (5.29)
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x4 ile gosterilen ¢6ziim, denklemin sag tarafinin sifira esit oldugu homojen denklemin
genel ¢oziimi, X, ise denkleminin 6zel ¢ozlimiidiir. Sonlimlii titresimlerde diferansiyel

denklemin genel ¢oziimii denklem (5.30)’daki gibi yazilabilir.

x, = Ae ™sin(wgt + @) (5.30)

Denklemin 6zel ¢oziimii ise denklem (5.31)’deki gibi yazilabilir.

X, = Bsin(pt — ) (5.31)

Denklem (5.30) ve (5.31), denklem (5.29)’da yerine yazilirsa soniimlii zorlanmig

titresim yapan sistemin hareket denkleminin ¢oziimii asagidaki gibi yazilir.

x = Ae ™ sin(wyt + ¢) + Bsin(pt — B) (5.32)

Denklemden de goriildiigii iizere bu titresim, sOniimli titresim ve harmonik
titresimlerin toplamindan meydana gelmektedir. Ancak yukaridaki denklemde
esitligin sag tarafindaki birinci terim zamanla sifira yaklagtigindan pratikte gz ardi

edilebilmektedir, yani belirli bir t zamanindan sonra e ™ — 0 olmaktadir

Bu durumda denklem (5.29) asagidaki gibi yazilabilir.

x = Bsin(pt — B) (5.33)

Bu denklem zorlanmas titresim hareketinin denklemidir ve goriildiigii izere zorlanmis
titresimin kendisi de harmonik olarak degismektedir. Bu ifadede B ile gosterilen,
zorlanmis titresimin genligidir. [ ise harekete gecirici yani tahrik edici kuvvetle

zorlanmis titresimin faz farkidir.

Bu durumda, zorlanmis titresimin frekansi (p) zorlama kuvvetinin frekansina esit

olacaktir. B ve 8 sabitlerini bulmak i¢in bu ifadenin iki kere tiirevini alinirsa;

x = Bpcos(pt — B), % = —Bp?sin(pt — p) (5.34)
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Bu bagtiy1 genel ifadede yerine yazdigimizda, denklem (5.28) asagidaki gibi yazilir.
—Bp?sin(pt — ) + 2nBp cos(pt — B) + w,2Bsin(pt — B) = hsin(pt) (5.35)
Burada (pt — B) = ¢ esitligini kullanilirsa;

B(w,? — p?)sing + 2nBpcos (@) = h(sin(¢)cos(B) + cos(y) sinp) (5.36)
olmaktadir.

Bu bagitida ise cos¢g ve sing‘nin katsayilarmin birbirine esit olmasindan dolay,

denklem tekrar yazildiginda:
B(w,? — p?) = hcos(B); 2Bnp = hsin(pB) olur. (5.37)

Bu denklem sistemi birlikte ¢6ziildiigiinde B ve 8 denklem (5.38)’deki gibi elde edilir.

B i tgp = —=22 (5.38)

h \/(wnz +p?)+4n?p? ’ wn?2-p?

Ifadelerden de anlasildigi gibi, zorlanmis titresimlerin genligi, baslangi¢ sartlarina
bagl olmayacaktir. Bu ifadenin her iki tarafi w,?’ ye boliindiigiinde genlik degeri

denklem (5.39)’daki gibi elde edilir.

_ h/wn* _ Ao
JA-22)2+422p2  [(1- A2)2+4 A2D2

(5.39)

Yukaridaki denklemde gosterilen sembollerin esit kabul edildigi degerler asagidaki
gibidir;

p=—t=fym _Q 5P, (5.40)
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Rezonans olayinin meydana gelmesi icin gerekli kosullar incelendiginde, bunun i¢in
asagidaki grafikten anlasildig tizere zorlanmis titresimin genligi, A=1 yani p = w,
oldugu anda sonsuza gider. Burada A frekans oranim ifade etmektedir. Zorlanmig
titresimde uygulanan dis kuvvetin frekansinin sistemin dogal frekansi ile ¢akigmasi
durumuna rezonans denmektedir. Rezonans durumunda dalgalarin tepe ve cukur
noktalar artik iist {iste ayn1 anda olugsmaya baslar, yani titresimin genligi en biiylik

degere ulasir.
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BOLUM 6

SISTEMIN HAREKET DENKLEMININ ELDE EDiLMESINDE TEZ
KAPSAMINDA KULANILAN YONTEMLER VE DENKLEMLER

6.1. SISTEMIN MOMENTUMUNUN DEGiISMESiI TEOREMI
Sistemin momentumu teoremi, mekanik sistemi meydana getiren tiim noktalar igin

gecerlidir. incelenen mekanik sistemin herhangi bir k noktas1 icin momentum teoremi

asagidaki gibi yazilabilir.
d = [l e
a(mkvk) = Fk + Fk (61)

my ¥, , incelenen k noktasinin momentumudur, yani hareket miktaridir. F{ + F¢ ise

sirastyla maddesel noktaya uygulanan i¢ ve dis kuvvetlerin esdeger vektorleridir.

Yazilan ifade, sistemi meydana getiren biitiin fiziki noktalar icin taraf tarafa

toplandiginda asagidaki ifade elde edilir:

n n n
tz my vy = Z Fro + Z Fie (6.2)
k=1 k=1 k=1

Q..lg_‘

Burada i¢ kuvvetler birbirine karsilikli olarak esit oldugu i¢in, bu kuvvetlerin toplami

sifira esit olmaktadir.

zn: Fr =0 (6.3)

k=1

Bunun sonucunda denklem (6.2) asagidaki gibi elde edilir:
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d n n
k=1 k=1

Burada:

n
Z my Uy (65)
k=1

sistemin toplam momentumudur.

Sistem momentumu Q = Y}_, m U, olarak yazildiginda sistemin toplam
momentumu, bu sistemi olusturan maddesel noktalarin ayr1 ayri momentumlarinin

toplamina esit olmaktadir. Sisteme etkiyen dis kuvvetlerin esdeger kuvvet vektorii

R sembolii ile gosterilirse, Sistemin momentum teoreminin matematiksel olarak
ifadesi denklem (6.6)’daki olmaktadir.

@_—e 6.6
dt—R (6.6)

Bu ifadenin koordinat sistemi eksenleri ilizerindeki izdiigiim ifadeleri yazildiginda,

asagidaki esitlikler elde edilir.

dQ, .
dQ, .,
—<y _ 6.8
dt Ry ©8)
dQ, .
_ 6.9
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Bu ifadeler, sistemin momentumuyla alakali teoremin iz diistimlerle ifadesidir.

Hareket miktar1 ifadesinde her iki tarafi dt ile carpilip daha sonra integrali alinirsa,

dQ =R dt (6.10)

foef

Denklem (6.6), denklem (6.12)’deki gibi elde edilir.

=fiia=ia (6.12)

O\n

t n n
f Z Z?k (6.12)
0

Bu esitlik kuvvet impulsu olarak isimlendirilmektedir. impuls ya da diger adiyla itme,
cismin ¢izgisel momentumunda olusan degisim anlamina gelir. Impuls, cisme etkiyen
ortalama kuvvet ile, bu kuvvetin etki ettigi siire ¢arpilarak bulunur. Impuls, kuvvet
vektoriiniin integralinin alinmasiyla bulunur bu yiizden bir vektordiir. Ifadenin, xyz

koordinat sistemi eksenleri tizerindeki iz diisimleri yazilirsa;,

t

Qx—Qox = f Fiy dt (6.13)
0
t
Qy-Qoy = [ Ryt (6.14)
0
t
Qz = Qoz = j Fie, dt (6.15)
0

Bu esitlikler, mekanik sistemin, koordinat eksenlerine gére momentum degisimiyle

alakali teoreminin analitik ve sonlu olarak ifadeleridir.

28



6.2. HAREKETSiZ EKSEN ETRAFINDA DONME HAREKETININ
DIFERANSIYEL DENKLEMLERI (SISTEMIN ACISAL
MOMENTUMUMUN DEGiSMESi TEOREMI)

- - - - - - _e _e _e . . . . .
Farz edelim ki, incelenen rijit cisim F;, F,, ..., F,, dis kuvvetlerinin tesiri altinda sabit
(hareketsiz) z ekseni etrafinda saat yoniiniin tersi yonde donme hareketi yapmaktadir
(Sekil 6.1). Bu rijit cismin, z cksenine gore momentumunun momenti (agisal

momentumu), yani kinetik momenti denklem (6.16)’daki gibi hesaplanmaktadir.

o AL

Sekil 6.1. Hareketsiz eksen etrafinda donme hareketinin temsili gosterimi.

= wly
Yani agisal momentum L, = wl, olarak elde edilir. Burada I, sembolii cismin z
eksenindeki kiitle atalet momentini, w ise agisal hizin1 temsil etmektedir. Bu ifade

sayesinde donme hareketi yapan rijit cismin kinetik momenti hesaplanabilir.

L; = wl, ifadesinin zamana gore tiirevini alinirsa,

dL, d
—Z=1, d—‘;’ (6.17)
Ya da:
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dstZ = Mg (6.18)

Burada M¢ , sisteme disaridan etki etmekte olan kuvvetlerin z eksenine gore esdeger

momentidir.
Mg =32 m, (Fi) (6.19)

Denklem (6.17)’de ki agisal hizin zamana gore tiirevi ifadesi agisal ivmeyi vermektedir

(Z_‘: == C;Zt;p ) ve buna gore esdeger moment denklemi (6.20)’deki gibi elde edilir.
dZ
I, F;" = Me (6.20)

Bu ifade hareketsiz eksen ¢evresinde donmekte olan cisme ait diferansiyel denklemdir.
Bu esitligin sag kismindaki ifadede, eksenin bagli oldugu mesnetlerde olusan
reaksiyon kuvvetleri goz ardi edilmistir. Bunun sebebi, bu kuvvetler, eksenleri kestigi
icin momentleri z eksenine gore sifir olacaktir. Bu ifadenin iki defa integrali alinirsa

@ = f(t) denklemi elde edilmis olur.

6.3. SISTEMIN KiINETiK ENERJiSININ DEGISMESI TEOREMi

n adet maddesel noktadan meydana gelen sistemin, herhangi bir k kadar maddesel

nokta adedi i¢in kinetik enerji teoremi soyle yazilir,

my, v2 .
d ( "2 ") = dAL + d AS (6.21)

Burada, dA% ve dA¢ ile gosterilenler sirayla sistemin incelenmekte olan k adet
maddesel noktasina uygulanan ve i¢ ve dis esdeger kuvvetlerinin yaptiklar: elementer

islerdir.
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Bu ifade mekanik sistemin biitiin noktalar1 igin teker teker yazilir ve taraf tarafa

toplanirsa;

2 .
dzllgzl(mk Uk) = YyN_,dAL + YN_ dAS (6.22)

2

mkvﬁ

denklem (6.22) elde edilir. Burada $_, (%) = T olarak yazilbilir. T ile goterilen

sistemin Kkinetik enerjisidir. Yani sistemin Kinetik enerjisi bu sistemi meydana getiren

maddesel noktalarin tek tek kinetik enerjilerinin toplamina esittir.

N N
dT = Z dAL + Z dAS (6.23)
k=1 k=1

Denklem (6.23)’den goriildiigli {izere, sistemin kinetik enerjisinin diferansiyeli,
sisteme etkimekte olan tiim i¢ ve dig kuvvetlerin yaptiklar islerin toplamina esit
olmaktadir. Mekanik sistemin incelenen anda ki kinetik enerjisi T, , herhangi bir yer
degistirme anindan sonraki kinetik enerjisini ise T olarak adlandirilip, denklem

(6.23)’deki ifadenin integralini alinirsa;

T—T, = ZA;; + ZA; (6.24)

mekanik sistemin matematiksel olarak sonlu kinetik enerjisi hakkindaki teoreminin

ifadesi denklem (6.24)’deki gibi elde edilir.
Eger mekanik sistem bir yer degistirme hareketinde bulunursa, mekanik sistemin
kinetik enerjisinin artis miktari, bu mekanik sisteme etkimekte olan biitiin i¢ ve dig

kuvvetlerin yaptig1 islerin cebirsel olarak toplamina esit olacaktir.

Eger mekanik sistem rijit bir sistem ise bu durumda Y. AL=0 olacaktir ve denklem
(6.24) asagidaki sekli alacaktir.
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T—T,= Z Ae (6.25)
6.4. MEKANIK SiISTEME ETKIYEN KUVVETLERIN YAPTIGI iSLER

6.4.1. Agirhk Kuvvetinin Yaptig Is

A=) Gi (oo 2) = G (eo = 2e1) = £ Gh (6.26)

Burada zy, ve zyq, k olarak gosterilen maddesel noktanin, baslangigtaki ve en son
durumdaki koordinatlarinin gosterimidir. G = ). Gy, ise tiim mekanik sistemin genel
olarak kiitlesidir. h, ise mekanik sistemin kiitle merkezi olan C noktasinin dikeydeki

yer degistirmesini gostermektedir.

Sonug olarak, mekanik sistemdeki maddesel noktalarin agirlik kuvvetlerinin yaptiklar
is, bu agirlik kuvvetlerinin esdeger kuvveti olan G kuvvetinin sistemin kiitle
merkezinin yer degistirme esnasinda yaptig1 ise esit olacaktir.

6.4.2. Dénen Cisme Etkiyen Kuvvetlerin Yaptiklar s

Hareketsiz Z ekseni etrafinda donme hareketi yapan cisme etkimekte olan elementer

kuvvetlerin yaptiklari is denklem (6.27)’deki gibi hesaplanabilir.
dA = F.ds = Fhdg (6.27)

Burada E,h = m, (f) = M, olarak diizenlenirse elementer kuvvetlerin yaptiklar: is

dA = M,d¢ olarak elde edilir. Burada M, = ¥ m, (F) donme eksenine gore olan

burulma momentidir. ¢ ise cismin sahip oldugi elementer donme agisidir.

Yapilan biitiin isler ise su sekilde olacaktir:
A= fo(p M,dg (6.28)
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6.4.3. Yuvarlanma Siirtiinmesi Durumunda Yapilan Ts

R yaricapl bir carkin, F kuvveti tesiri altinda kaymadan yuvarlandigi zamanki yapilan

is hesaplanirken yuvarlanma durumundaki mukavemet momenti M = dN ve

elementer is ise dp = % esitlikleri ile yazilabilir.

Yuvarlanma siirtinmesi durumunda yapilan is dA = Md¢ ifadesine gore asagidaki

gibi olacaktir,
A= —d N% (6.29)

d ile gosterilen yuvarlanma esnasinda ki siirtiinme katsayisidir.

6.5. RIJIT CISMIN CESIiTLI HAREKET HALLERI ICIN KINETIK
ENERJISI

6.5.1. Rijit Cismin Otelenme Hareketi

Rijit cisim, ilerleme (6telenme) hareketi yaparken Kinetik enerjisi asagidaki esitlik ile

hesaplanir:

My 2\ V2 Z Mv?
= =< = 6.30
T Z ( 2 ) 2 L™ T (6.30)

Burada M cismimizin kiitlesi, v, ise kiitle merkezinin hizidir.

6.5.2. Rijit Cisimin Hareketsiz Eksen Etrafinda Donme Hareketi

Eger rijit cisim hareketsiz eksen etrafinda sadece donme hareketi yapiyorsa, kinetik

enerjisi denklem (6.31)’deki gibi bulunur.
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n
m 2
T = Z i (6.31)

k=1

Sabit eksen etrafinda donen cismin hiz1 v, = w. 1, oldugundan dolayr donmekte olan

cismin kinetik enerjisi asagidaki gibi bulunur.

2 2

N w2 N o w?r? w? %
)
T = K7k _ N kT kT 2 — 6.32
Z 2 Z 2 2 Zm"r" 7 12 (6.32)
k=1 k=1 k=1

Yani sonug olarak, hareketsiz eksen etrafinda donme hareketi yapan cismin kinetik

enerjisi,

Lw? ... .-
T = = esitligi ile hesaplanabilir.

6.5.3. Cismin Hem Donme Hem Otelenme Hareket Durumu

Bu durumda cisim hem donme hareketi hem de Gtelenme hareketi yapmaktadir. Bu

cismin kinetik enerjisi ise soyle hesaplanir;

MvE  I.w?

- - (6.33)

T

Yukaridaki ifade Konig teoremi olarak adlandirilir. Burada v, kiitle merkezinin hizi,

I.. 1se kiitle merkezinin kiitle atalet momentidir.

6.6. HAREKETSiIZ EKSEN ETRAFINDA DONEN CiSMIN KIiNETIK
ENERJISININ DEGISMESI TEOREMi

Bolim 6.2°de hareketsiz eksen g¢evresinde donmekte olan cisme ait diferansiyel

denklemdir asagidaki gibi elde edilmistir.
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d? d
L a9 = Iz—w
dt

132 =l &= Mg (6.34)

Z—(f = w oldugu goz 6niinde bulundurularak, ifadenin her iki tarafi de ile garpilirsa:

Lwdw = M:de (6.35)

denklem (6.35) elde edilir. Denklem tekrar diizenlenerek,

Lw?
d(Z=) = Mg do (6.36)

denklem (6.36)’daki gibi elde edilir. Yani bu ifade hareketsiz bir eksenin ¢evresinde
donme hareketi yapan cismin, kinetik enerji degisimi hakkindaki teoremin diferansiyel

olarak ifade edilme bicimidir.
Hareketsiz eksen etrafinda donen cismin baglangi¢c durumunda agisal hiz1 w,, belli bir

de acisal yer degisiminden sonra kazandigi agisal hiz ise w oldugu diisiiniilerek

denklem (6.36)’nin integrali alinirsa denklem (6.37) elde edilir.

@ ([ w? ®
] d(4-)= J ME dg (6.37)
[ON) 0

Denklem (6.37) matematiksel olarak denklem (6.38)’deki gibi yazilir.

Lw? Lw? ¢
z__ 20 f Mg dg (6.38)
2 2 .

Kuvvetin elementer olarak yaptig1 is asagidaki gibi hesaplanir.

dA = F.ds = F,.h.dg (6.39)
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Hareketsiz eksen etrafinda donmekte olan cisme uygulanan F kuvvetinin, bu eksene

gore donme momenti denklem (6.40) ile hesaplanir.

M¢ =m,(F) = Eh (6.40)
Sonlu yer degistirme boyunca yapilan is ise denklem (6.41) ile hesaplanir.

A= [P Mg de (6.41)

Ifadeler yerine yazildiginda sonug olarak asagidaki esitlik elde edilir.

=4 (6.42)

Bu matematiksel ifade, hareketsiz eksen c¢evresinde donmekte olan cismin kinetik
enerjisinin degismesi hakkinda teoremin sonlu bir sekilde ifade edilmesidir. Yani,
hareketsiz eksen etrafinda donmekte olan cismin herhangi bir agisal yer degisiminde
kinetik enerjinde meydana gelen artis bu cisme uygulanmakta olan dis kuvvetlerin bu

yer degisiminde yaptiklari islerin toplamina esittir.
6.7. VIRTUEL iS PRENSIBI

Bir sistemin virtiiel isi, incelenen sistemin denge denklemlerinin kurulmasiyla
bulunur. Mekanik bir sistemde, genellestirilmis koordinatlarin sonsuz olarak kiigiik ve
sistemin dahil oldugu kisitlarin belirli bir andaki durumuyla iliskili olmak sartiyla
herhangi bir anda meydana gelen degisme neticesinde yapti§i yer degistirmelere

virtiiel is ad1 verilir [30].

n adet maddesel noktadan olusan mekanik sistemin, belirli baz1 kuvvetlerin etkisi

altinda denge durumunda oldugunu varsayilirsa ve bu sistemin her hangi k adet
fiziksel noktasia uygulanmakta olan aktif kuvvetlerin esdegerini; F) ile ve reaksiyon

kuvvetlerinin esdegerleri ise N, ile gdsterilirse, bu durumda incelenen sistemin biitiin

noktalar1 denge durumunda oldugu icin, asagidaki ifade yazilir:
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Fo+Ny=0 (6.43)

Denklen (6.43) ile gosterilen ifadenin her iki tarafii 87 virtiiel is vektoriiyle

carpildiginda,

olmaktadir. Ayrica denklem (6.44) mekanik sistemin biitiin noktalar1 i¢in yazilip

toplandiginda;

SF 0T + X F 67, =0 (6.45)

denklem (6.45) ifadesi elde edilir. Ayrica mekanik sistem, ideal kisitli oldugu igin:

Y F 67T, =0 (6.46)
ya da

264, =0 (6.47)
olacaktir.

Sonug olarak bu ifadeden su anlasilmaktadir Ki, ideal kisith mekanik sistemin,
incelendigi durumda dengede olmast igin, sisteme etkimekte olan kuvvetlerin virtiiel
151 hesaplandigi anda elementer islerin toplamlarinin cebirsel olarak sifira esit olmasi

gerekmektedir.

Analitik olarak bu ifade denklem (6.48)’deki gibi yazilabilir.

n
Z[Fkx 6xk + FkySyk + FkZSZk] =0 (648)
k=1
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Bu ifade, analitik olarak virtiiel is prensibinin, iz diistimlerle sonlu olarak ifadesidir.

6.8. LAGRANGE METODU

Serbest olmayan bir maddesel noktanin hareketinin diferansiyel denklemi agagidaki

gibi yazilabilir.
)
mi =F + Aé (6.49)

Bu denkleme ayrica, Lagrange 1.tiir denklemleri ismi de verilmektedir.

Genellesmis koordinatlarla, serbest olmayan mekanik sistemin diferansiyel
denklemlerine ise Lagrange’in 2. Tiir Denklemleri denir. Mekanik sistemin s sayisi
kadar serbestlik derecesine sahip oldugu (sistemin durumu s adet koordinatla
bulunabiliyor olsun) ve n adet maddesel noktanin toplamindan meydana geldigi
varsayllsin. Bu durumda sistemin durumu, birbirine bagimli olmayan, s adet

q1,92,----qs kadar genellestirilmis koordinatla ifade edilecektir.

n adet maddesel noktaya etki eden kuvvetler F;,F,,....F,, olarak adlandirilirsa, bu
durumda maddesel noktalarin yer vektorlerinin 7, genellesmis koordinatlarla ifadesi

asagidaki gibi olur.

r; =1(t, 91,92, ---qs); i =1,n (6.50)

Bu baglhliklar, ¢ zamanmnin mekanik sistem sabit kisitlarina sahiptir. Eger kismi

tiirevlerle, mekanik sistemin kisitlamalarina dokunmadan virtiiel is hesabi yapilirsa;
o1y =¥s_ L s5q (6.51)
A k=1 0 qx k "

denklem (6.51) elde edilir. Burada & g, genellestirilmis koordinatlarin virtiiel isidir.
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k=123,...,s

Ayrica genel dinamik denklemi su sekilde de yazilabilir:

Xk, OAks + Xk, 0A%, + Xk,_, 6A =0 (6.52)
Ya da:
Z’l:l 6Ak1 + Z‘Ir(l]_:l 6‘4%5 =0 (653)

fIk terimde hem aktif kuvvetler hem de siirtinmeden kaynakli meydana gelen
kuvvetlerin virtiiel is esnasinda maruz kaldigi islemler dahildir. Ayrica, dqy, virtiiel

islerde aktif ve kisitli kuvvetlerin yaptiklari isler asagidaki sekilde yazilir.

Z;cllﬂ 5Ak = Q16q1 + 025q2 + -t Qn—lsqn—l + Qnsqn (6-54)
Burada
) T a7'k1
- = 6rk1
= or
Q= Eie, Fra 3 (6.57)

ve s genellestirilmis kuvvetlerdir (her bir q;,q,, Ve s. genellestirilmis koordinatlara

gelen kuvvetler)

(6.55) numarali denklemle analoji kuruldugunda, atalet kuvvetlerinin &, virtiiel isleri

asagidaki gibi hesaplanir.
15Ak1 = Qflt5q1 + Q3 t5q2 + -+ Q t‘SQk (6.58)
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—at 67k1

at _ yn
1 7 Lk Fra g, (6.59)
—at 0=
at _ \'n Tkq
2 = ki, Fra %0s (6.60)
n
at —at 07k1
n-1 = Frq P
k dn-1
1=1
—at 0=
at _ \n Tkq
n - k1=1 Fkl aCIn (6'61)

Yukarida yazilan denklemler genellestirilmis atalet kuvvetleridir. (6.55) ve (6.58)

numarali ifadeleri (6.57) numarali denklemde yerine koyulursa;
(Q1 + Qf)8g1 + (Q2 + Q5)8gp + -+ + (Qi + Q) Sqi = 0 (6.62)
Genellestirilmis qq, g3, ... g koordinatlar1 birbirlerine bagli olmadigi igin (6.60)

esitliginin saglanmasi maksadiyla, her toplanan kuvvet teker teker sifira esit olmak

zorundadir. (84, # 0 durumundan dolayr)
Q:+0#=0..0,+Q¥ =0 (6.63)

. . —at
Anlagildig1 iizere, biitin maddesel noktalarin her bir atalet kuvveti le =

—My, ay, denklemi ile bulunur.

Bu 06zelligi goz oniinde bulundurarak, genellestirilmis atalet kuvvetleri asagidaki

sekilde yazilir.
—at 0= I dTus I
at _ yn rky _ n rky _ n Vk1 OTk1
1 = kg Fia 0 — Dk1=1Mpe1 Qg B, Zkam My =, our (6.64)
—at 0= I dTus I
at _ yn rky _ n rky _ n Vk1 OTk1
1 = 2k, Fra 0, — Dk1=1Mpe1 Qg By 2kim Myy =, 202 (6.65)
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6vk1 arkl

Burada: _— ifadesi su sekilde de yazilir:
%aa?f _ ;t (Ekl aarkl) T, % aai,il) (6.66)
) -2 -2 oo

Ayrica % ifadesi soylede yazilabilir: 7, yer degistirme vektorii, q; genellestirilmis
q1

koordinatlarina gore tiirevi alindiginda, Aq; 6zel artis oranina esit oldugundan denklem

(6.67)’deki gibi yazilabilir.

Oy _ 0GHka) _ 0Ty (6.69)
dq, 04 0q1 '

1

(6.60) ve (6.62) numarali ifadeleri (6.63) numarali denklemde yerine yazildiginda

boylece atalet kuvvetlerinin genellestirilmis ifadeleri bulunur.

d?kl OFkl d 0vk1 or kl _ d _ a§k1 _ a§k1
dt 0y at agy, G ) = g\ Ve
(6.70)

d (10vy, 16vk1 AV 0Ty d 1avi1 107,
dt\2°04, | 2704 dt 9, dt\2 9,

Yani, genellestirilmis atalet kuvvetlerinin ifadesi asagidaki denklemdeki gibi

olacaktir.
n n
—at —at arkl 1 avkl 1 avk1
Q = z K15 Z M1 72 Z mk12—aq1 =
k1=1 k1, k1=, (6.71)

e Mty (ke "‘"“’"1)]

41



K1=1 a2 K1y az k1=
. , . , (6.72)
Sl Oty | Ly Tt
dt aqz oo 2 aqz o) 2
n —2 n =2
aat _ Z —at 6rk1 Z 16vk1 Z o lavkl _
k U Ok kldt 205 2 gk
k1=1 k1o k1=4 (6.73)
—2
[_ (Zk1 1mk1”k1) T (2k1 1mk12vk1)]
2
Bilindigi iizere, X}, _, -7 = T burada sistemin kinetik enerjisidir.
Boylece asagidaki ifadeler elde edilir.
_d or
(6_611) 6q1 (6.74)
_d or
Gt aqz (6.75)
d,or
_E(a_qk) (6.76)

Bu ifadeler (6.75) numarali denklemde yerine konuldugunda, asagidaki ifade elde

edilir.

0=5G)~Go (6.77)
=5 G~ G (6.78)
=15 G~ G (6.79)
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k=1,23...,solur.

Bu ifade, mekanik sistemin genellestirilmis koordinatlar vasitasiyla yazilan
diferansiyel denklemleridir. Bu ifadeler Lagrange 2. tiir denklemleri ya da Langrange
denklemleri olarak adlandirilir. Anlasildig1 {izere bu denklemlerin yazilmasinda,
kinetik enerjinin genellestirilmis koordinatlara ait ifadelerin bulunmasina gerek

yoktur.

Sisteme sadece potansiyel enerjili kuvvetin etkidigini farz edelim. Boyle bir durumda

genellesmis kuvvet asagidaki gibi hesaplanacaktir.

ap

Ok =~ 3% (6.80)

2.tlir Lagrange denklemleri denklem (6.81) ya da denklem (6.82)’deki gibi yazilabilir.

d (or T 0P _ o 1 _

dt (6qk>  Ogk + dqk 0; (k=1,N) (0.81)
d (9(T-P) o(T-P)

dt( aqk ) N aqk =0 (682)

P potansiyel enerjisi, yalmzca q;q, . qn-1qy genellestirilmis koordinatlarina

baglidir, bu durumda ;fp = 0 olmalidur.
ax

Ve ayrica T — P = L olarak yazildiginda, Lagrange’in 2. Tiir denklemi de asagidaki
gibi yazilabilir.

d (or oL _ _
a(a) — =0, k=(12,..,N=1N) (6.83)

Burada L olarak ifade edilen Lagrange fonksiyonudur, sistemin kinetik potansiyeli

olarak da adlandirilir.

43



BOLUM 7

BiR SERBESTLIK DERECESINE SAHIP MUKAVEMETLI ORTAMDA
CALISAN MEKANIZMANIN MEKANIK HAREKETININ INCELENMESI

Bu boliimde bir serbestlik derecesine sahip bir mekanizmanin mukavemetli ortamdaki
mekanik hareketi incelenmistir. Ele alinan mekanizmanin hareket denklemleri virtiiel
is prensibi, Lagrange metodu ve sistemin kinetik enerjisinin degismesi teoremi
kullanilarak elde edilmistir. Ug farkli yontem kullamlarak elde edilen hareket
denklemi dogrulanmistir. Sistemdeki i¢ ve dis reaksiyon kuvvetleri sistemin
momentumunun degismesi teoremi ile bulunmustur. Hareket denklemi elde edildikten
sonra ortamin direng mukavemeti ihmal olunan durumu i¢in mekanizmanin séniimsiiz
serbest titresim cevabi ve sOniimsiiz zorlanmis titresim cevabinin denklemleri elde
edilmistir. Daha sonra sistemin direng mukavemeti ihmal olmayan viskoz ortamdaki
sonimlii serbest titresim ve soniimlii zorlanmis titresim cevabinin denklemleri elde
edilmistir. Son olarak da, verilen sayisal veriler i¢in viskoz olmayan ortamdaki serbest
titresim analizi, zorlanmis titresim analizi, viskoz ortamdaki serbest titresim analizi ,

zorlanmis titresim analizi ve rezonans durumu analizi yapilmistir.

71. ELE ALINAN MUKAVEMETLI ORTAMDA CALISAN BiR
SERBESTLIK DERECELI PROBLEMIN TANIMLANMASI

Mukavemetli ortamlarin sistemin titresim cevabina etkisinin incelenebilmesi i¢in Sekil
7.1° de gosterilen bir serbestlik dereceli mekanizma ele alinmistir. Sekilde goriildiigi
gibi 1 numarali silindir o agisina sahip bir egimli yiizeyde kaymadan yuvarlanma
hareketi yapmaktadir. Silindirin merkezi bir yay vasitasi ile duvara tutturulmustur.
Silindir diger taraftan ise uzamayan mutlak rijit kabul edilen bir iple r, yaricaph 2
numarali kasnaga tutturulmustur. 3 numarali cisim ise p direng katsayisina sahip bir
mukavemetli ortamda bulunmaktadir. Mukavemetli ortam sisteme soniim etkisi

katmaktadir. 3 numarali cismin diger ucu uzamayan mutlak rijit kabul edilen bir iple
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R, vyarigcapli kasnaga tutturulmustur boylece diisey eksende hareket etmesi
saglanmistir. Ayrica 3 numarali yiike harekete gegirici yani tahrik edici F(t) dis
kuvveti etki etmektedir. Elastik malzemeler ve iplerin kiitleleri ihmal edilmistir. Ele
alinan problemde sistemi meydana getiren cisimlerin kiitleleri m;, m,, ms , elastik
yaymn yay direngenlik katsayisi k, 1 numarali homojen silindirin yaricapt ry, 2
numarali blogun yari¢aplart r,, R, ve 2 numarali blogun eylemsizlik yarigap1 i,
sembolleri ile gosterilmistir. Ayrica p ortamin direng katsayist ve o ise 1 numarali

silindirin yatayla olan egim acisidir.

Sekil 7.1. Bir serbestlik derecesine sahip mekanizma.
7.2. PROBLEMIN COZUMU
Sistemin durumu incelenilirken, 3 numarali yiikiin yer degisim miktar1 s serbestlik
derecesi koordinati olarak kabul edilmistir. Sontimlii diizenekteki tepki kuvveti 3
numaralr yiikiin hizinin birinci derecesiyle orantilidir. Sistem dinamiginin esas
teoremleriyle birlikte teorik mekanigin analitik yontemleri ayni anda kullanilarak
¢Ozlim yapilmustir [27].

7.2.1. Problemin Coziim Asamalari

1. Hesaplama yonteminin ve asamalarinin olusturulmasi.
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7.2.2.

. Mekanik sistemin, kinetik enerji degisimi hakkinda teorem kullanarak

mekanizmanin hareketinin diferansiyel denklemlerinin elde edilmesi.

Hareketin baslangi¢ kosullarinin belirlenmesi.

Hareketin diferansiyel denkleminin ¢6zlimiiniin bulunmasi.

Baslangi¢ kosullardan yararlanarak, hareket denkleminin integralini alip, olusan
integral sabitlerinin saptanmasi.

Bulunan integral sabitlerinin diferansiyel denklemde yerlerine yazilmasi ve bu

sayede denklemin bulunmasi.

. Mekanik sistemin momentumun degismesi ve momentumun momentinin

degismesi hakkinda teoremlerden yaralanarak tepki kuvvetlerini bulmak i¢in

sistem denklemlerinin bulunmasi.

Bir Serbestlik Dereceli Mekanizmanin Hareket Denkleminin Sistemin

Kinetik Enerjisinin Degismesi Teoremi ile Elde Edilmesi

Sistemde gosterilen sembollerin anlamlart:

G, ,G,, G; sirasiyla 1,2 ve 3 numarali cisimlerin
agirhik kuvvetleridir

N,, mesnetdeki yiizeyin normal reaksiyon kuvveti

F,, siirtiinme kuvveti

F.1, yayin elastiklik kuvveti

X,,Y, 2 numarali blogun rulmaninin reaksiyon
kuvveti

R, ortamin viskozite mukavemeti

F(t) ise harekete gegirici (tahrik edici) kuvvettir.

Fey

Sekil 7.2. Dinamigin esas teoremlerinin mekanik sistem i¢in uygulanmasi.

Ele alinan bir serbestlik dereceli mekanik sistemin serbest cisim diyagrami Sekil 7.2

ile gosterilmistir. Silindirin konumu 3 numarali yiikiin yer degisim miktar1 s ile

bulunacaktir. Hesaplama sisteminin baslangi¢ ani statik denge durumunda 3 numarali

yiikiin kiitle merkezine yerlestirilmistir [28].

Sistem hareketinin, diferansiyel denklemini bulmak i¢in mekanik sistemin kinetik

enerjisinin degismesi hakkindaki teorem kullanilmistir. Mekanik sistemin Kinetik
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enerjisinin zamana gore degisimi sistem {lizerindeki tiim kuvvetlerin yaptig1 gii¢lerin

toplamina esittir.

%}iZg+§}ﬁ (7.1)

Burada T mekanik sistemin kinetik enerjisidir, ). P, dis kuvvetlerin olusturdugu

gii¢lerin toplamudir, ), P; ise i¢ kuvvetlerin yaptiklari giiglerin toplamudir.

Mekanik sistemin kinetik enerjisinin zamana gdre tiirevi bu sistemin tiim noktalarina
uygulanan i¢ ve dis giliglerin uyguladiklar giiglerin toplamina esittir. Mekanik sistem
1, 2 ve 3 numarali cisimlerden meydana geldiginden, bu cisimlerin kinetik enerjilerinin

toplamin1 agagidaki gibi hesaplanir.

1 numaral silindir yatayla paralel yani diizlemsel hareket ettiginden, kinetik enerjisi

denklem (7.3) ile hesaplanir.

2 2
_ My Vc, I, w1

= 7.3
T, 2+2 (7.3)

Burada, ve, 1 numarali silindirin kiitle merkezinin hizi, Ie, 1 numarali silindirin

merkez eksenine gore kiitlesel atalet momenti ve w, ise 1 numarali silindirin agisal

hizidir.

2 numaral1 blok sabitlenmis eksen etrafinda donme hareketinde bulundugundan dolay1

kinetik enerjisi denklem (7.4)’deki gibi hesaplanir.

I w3
B=ng (7.4)

Esitlikte, Ie, 2 numarali blogun merkezi eksenine gore kiitlesel atalet momentini,

w, ise 2 numarali blogun agisal hizini ifade etmektedir.
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Ayrica 3 numarali yiik diisey eksende otelenme hareketi yapmaktadir ve bu yiikiin

kinetik enerjisi ise denklem (7.5) ile hesaplanir.

2
msv
L = 323 (7.5)

Denklem (7.3), (7.4) ve (7.5) numarali ifadeleri denklem (7.2)’de yerine yazilir ise

sistemin toplam kinetik enerjisi denklem (7.6)’de gosterildigi gibi olacaktir.

2 2 2 2
mlvcl Icla)l ICZ(UZ msvj3 (7 6)

Bu ifadedeki v , w;ve w, hizlari, 3 numaral yiikiin hiziyla ifade edilmistir. Bunun

icin v3 = v olarak kabul edilir.
Bu durumda v , wVe w, hizlart denklem (7.7)’deki gibi elde edilmistir.
V3 =7V ; Wy = v/RZ; vcl = Tzv/RZ; wq = vrz/’rle (77)

(7.7) numaral ifade (7.6) numarali ifadede de yerine yazilirsa:

2 2
mgry e, vy Ie,mz)
T=05 + + 7.8

(R% R R ) 7

Toplam kinetik enerji denklem (7.8) ile hesaplanir. Ayrica hiz;

ds

=—= é (7.9)

v

olarak yazilirsa kinetik enerji ifadesi asagidaki gibi elde edilir.

2 2
mor: I T I-m
T 05(32 2 c,M3

62 = 0,54 62 7.10
R TR TR ) s (7.10)
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Bulunan ifadenin Kinetik enerjinin, zamana gore tiirevini alinirsa:

dT
o= A.S.§ (7.11)

olarak elde edilir. Simdi (7.1) numarali denklemin sag tarafindaki kuvvetlerin yani i¢
ve dis kuvvetlerin giicleri bulunacaktir. Kuvvetin giiclinii, noktaya etkiyen kuvvetin

vektoriiyle, bu noktanin hiz vektoriiniin skaler olarak ¢arpimi ile bulunur.

P=Fv= Fvcos(ﬁ,\ﬁ) (7.12)
Ele alinan mekanik sistem, rijit ve degismez bir sistemdir. Yani bu sistemin i¢inde
bulunan higbir cisim deformasyona ugramamaktadir, ayrica bu cisimlerin belirli tiim

noktalarinin birbirine gore hizlari sifira esittir. Bundan dolayr mekanik sistemin ig

kuvvetlerinin giigleri toplami sifirdir.

> p=0 (7.13)

Ayrica noktalara uygulanan bazi dig kuvvetlerin de giigleri sifira esit olur, ¢iinkii bu
dis kuvvetlerinde hizi sifirdir. Yani, bu kuvvetler hareketsiz noktalara uygulandigi ig¢in

hizlar sifira esittir ve agagidaki gibi hesaplanir.
N, F, G, ,X,,Y, (7.14)

Diger biitiin dis kuvvetlerin giicleri de asagidaki gibi hesaplanir:
z Pe = Felﬁcl + G_lﬁcl + §ﬁ3 + 63173 + F173 (715)
Skaler carpimlar incelersek:

Z P, = —Fqv¢, — G1ve, sina — Rvz + G3vs + F(t)vs (7.16)
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(7.7) numarali ifadedeki kinematik bagintilar dikkate alinarak dis kuvvetlerin

olusturdugu gii¢ler asagidaki gibi yazilabilir.

T T
z P, = (—Fel R—Z — G, R—Zsina —R+Gs+ F(t)) v (7.17)
2 2
Yada,
T T
Z P, = (—FelR—Z -G, R—Zsina —R+Gs;+ F(t)) S (7.18)
2 2

Elastik kuvveti yaymn uzamasiyla orantili gibi kabul edilerek (7.18) numarali ifade
yeniden diizenlenebilir. Bu durumda yayin uzamasi statik ve dinamik uzamalarin

toplamindan olusmaktadir.

6 =65 + s, (7.19)
2
S¢, = R—Zs (7.20)

Elastik kuvvet denklem (7.21) ile hesaplanmustir.

4
For = k(8o +5¢,) = k (ast + R—s> (7.21)
2

Viskozite mukavemet kuvveti R = uv = us olarak hesaplanir. Bu yazilanlar1 dikkate

alarak;

T rZ T
—z—k—zs—Gl—zsina—us'+G3+F(t) (7.22)

F, = —ké
9 StR, R? R,

olarak elde edilir. Bu durumda hareketsiz durumda olan kuvvetin degeri sifir olacaktur.
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(7.22) numarali ifade de s = 0; s = 0 ve F(t) = 0 oldugu i¢in, sistem asagidaki gibi
denge durumunda kabul edilir.

T T
_k6StR_2 - Gl R_ZSlna + 63 ES 0 (723)
2 2

(7.23) numarali denklemden yararlanarak yayin statik olarak uzamasi bulunmus olur.

1 R, )
gt = T <63 —— Glslna) (7.24)

g

(7.23) numarali ifade, (7.21) numarali ifadede yerine yazildiginda su ifade elde edilir:
2
E, = —k%s —us + F(t) (7.25)

Denklem (7.11), (7.18) ve (7.25) dikkate alindiginda sonug olarak (7.1) numarali

ifade yani sistem hareketinin diferansiyel olarak denklemi asagidaki gibi bulunur.

3 s :
mysS = —k ﬁs —us + F(t) (7.26)
2

(7.26) numaral1 ifade asagidaki gibi yazilabilir.

1
§+2ns +wyls = —F(t) (7.27)
My

(7.27) numarali denklemde kullanilan sembollerin anlami s6yledir:

T k . . .
w, == |— serbest titresimlerin frekansi
RZ mg

n= mL titresimin sontimliiliik gdstergesidir.
g

Hareketin baslangic kosullar1 t = 0 oldugu anda denklem (7.28)’deki gibi yazilir.
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S =Sy, s = .'.:70 (728)
(7.27) ve (7.28) numaralar1 ifadeler, dinamigin 2. yasasini agiklamak igin
matematiksel olarak birer modeldir.

7.2.3. Sistemin Hareket Denkleminin Coziimii

(7.27) numarali denklemdeki zorlama kuvveti asagidaki gibi harmonik bir kuvvettir.

F = F, sin(pt) (7.29)

Burada, F, harekete gecirici kuvvetin genligi, p ise harekete gecirici yani (zorlama)

kuvvetinin frekansidir.

(7.27) numarali homojen olmayan denklemin genel ¢6ziimii homojen ve 6zel ¢6ziimiin
toplamindan meydana gelir, bundan dolayr hareket denkleminin genel ¢oziimii
asagidaki gibi yazilabilir.

S=351+ 5, =5+ 55 (7.30)

(7.27) numarali denklem ile verilen hareket denkleminin homojen ¢6ziimii asagidaki

gibi yazilir.

d?s ds
Sz tin—+ Wwp?s =0 (7.31)

Homojen ¢6ziimde denklemin ¢6ziimii denklem (7.31)’deki gibi kabul edilmistir.

s = Ae?t (7.32)

Burada A ve z sabit degerlerdir.

(7.32) numarali ifade (7.31) numarali ifadede yerine yazilirsa:
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Ae?t (z2+2nz+wp,?) =0 (7.33)
denklem (7.32)’deki gibi elde edilir. Burada ¢6ziim olarak s = Ae?* kabul edildigi
i¢in;

Ae” #0 (7.34)
olacaktir. Bundan dolay1 agsagidaki denklemdeki sartin saglanmasi gerekir:
zZ2+2nz+w,2 =0 (7.35)
(7.35) numarali denklem (7.28) numarali diferansiyel denkleminin karakteristik

denklemidir. Karakteristik denklemin denklem (7.35)’de gosterildigi gibi iki koki

vardir.

Z1,2 =N i le - an (736)

(7.36) numarali denkleminin genel ¢6zliimii denklemin karakteristik koklerine baglidir

ve li¢ adet 6zel durum bulunmaktadir bu durumlar:

n < w, oldugu durumda, kok igindeki ifade negatiftir, yani negatif gergek kisimlara

sahip karmasik bir ¢ift bigcimindedir. (kiiglik mukavemetler i¢in)

n = w,, oldugu durumda kok icindeki ifade sifira esittir ve kokler birbirine esit negatif

reel sayilardir. (ideal durum igin)

n > w, oldugu durumda ise, kok i¢indeki ifadenin sonucu sifirdan biiyiiktiir, kokler

birbirinden farkl reel sayilardir. (biiyiikk mukavemetler i¢in)

Birinci durumda (n < wy,) (7.35) denkleminin genel ¢oziimii asagidaki gibi olur.

s = (Cretkat 4 Cyethat)ent (7.37)
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Burada, C; ve C, integral sabitleridir.

ki =wyg =wy? —n? (7.38)
(7.37) numarali denklemi ¢6zmek i¢in Euler formiillerinden yararlanilir.

e*1t = cos(kyt) + isin(kyt) (7.39)
e k1t = cos(kyt) — isin(kqt) (7.40)
Bu ifade asagidaki gibi yazabilir,

sp = ae ™Msin(k.t + B) (7.41)
Ikinci durumda yani n = w,, oldugunda ise genel ¢6ziim asagidaki gibi olur.

sp = e ™M(A; + Ayt) (7.42)
Ucgiincii durumda ise (n > w,,) genel ¢dziim asagidaki gibi olur.

sp = e (A ekt + Ayeket) (7.43)
Burada:

ky = \[n? —w,? (7.44)

Homojen olmayan, diferansiyel denklemin 6zel ¢oziimii denklem (7.44)’deki gibi

yazilabilir.
d?s ds 2. _ Fo .
=T ZnE + ks = g sin(pt) (7.45)

Bu denklemin 6zel ¢6ziimii denklem (7.45)’deki gibi kabul edilmistir.
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ss = Asinpt + B cos pt (7.46)

(7.46) numarali ifade (7.45) numarali ifade de yerine yazilirsa;

F
[A(w,? — p?) — 2nBp]sin pt + [2npA + B(w,,2 — p?)]cos pt = m_o (7.47)
g

Trigonometrik fonksiyonlarin katsayilar1 kiyaslandiginda, sabit degerler olan A ve

B’yi bulmak amaciyla asagidaki denklemler elde edilmistir.

2 2 Fo
A(w,* —p*) —2nBp = — (7.48)
My
2npA + B(w,%2 —p?) =0 (7.49)

Boylelikle bu denklem sistemini ¢ozerek, A ve B sabit degerleri elde edilir.

(an - pZ) FO

A= —_—
(W% — p?) + 4n?p? mg

(7.50)

2np Fy

B=- (7.51)

(W2 — p?)? + 4n?p? m_g
Bu sayede (7.46) numarali denklemin ¢6ziimii bulunmus olur. (7.41) ve (7.46)
numarali denklemler birbiriyle toplandiginda, homojen olmayan diferansiyel
denklemin ¢6ziimii elde edilir.

s = ae ™sin(k,t + B) + Asin(pt) + B cos(pt) (7.52)

A ve [ sabitleri baslangic kosullarindan bulunur. Bu yiizden (7.51) numarali

denklemin, zamana gore tiirevini alinir.
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d
d_i = $ = ae ™ [—-nsin(k,t + B) + kycos(k.t + B)] — (7.53)

—[Bpsin(pt) + Apcos(pt)]

(7.52) ve (7.53) numarali denklemlerde baslangi¢ kosullarini g6z Oniine alirsak,

bulmak istedigimiz sabitler i¢in asagidaki denklemleri elde ederiz.

so=asinfB +B (7.54)

So = a[—nsinf + kycosf] + Ap (7.55)

Yukaridaki denklem sistemini ¢ozersek asagidaki sonucu elde ederiz:

1

1
a= \/(so —B)? + F(SO + ns, —nB — Ap)? (7.56)

ki(so — B)
So + nso —nB — Ap

tgB = (7.57)

(7.49), (7.50), (7.55) ve (7.56) numaral1 ifadeler denklem (7.57)’de yerine yazilarak

hareket denkleminin ¢6ziimii elde edilir.

7.2.4. ¢ ve Dis Reaksiyon Kuvvetlerinin Bulunmasi

I¢ ve dis reaksiyon kuvvetlerinin bulunabilmesi i¢cin mekanizmanin her bir uzvu i¢in

serbest cisim diyagraminin ¢izilmesi gerekmektedir [23, 29].
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)?2 x2
G,
G, Y T23
T3,
R
ﬁli
Gs

Fo

Sekil 7.3. Mekanizmanin serbest cisim diyagrama.

Tepki (reaksiyon) kuvvetlerini saptamak igin sistemin momentumunun degismesi

teoremi kullanilmustir.

d(mv.) .
= . 7.58
o E F, (7.58)
dL., _
dtc _ E :Mgz (7.59)

(7.58) ve (7.59) numarali denklemlerin, koordinat eksenlerine gore izdiisiimlerini

yazilirsa;

1. Numarali cisim igin;

d(mv
% =Ty, + F, — F,; — Gy sina (7.60)
0 = N; — Gycosa (7.61)
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d(Icqwq)

2. Numarali cisim i¢in;
0 =X, —T,.cosa
0 = YZ - T21.Sin0( - GZ - T23

d(lc;w3)
—dr —T5171; + Ty3R,

3. Numaral1 cisim i¢in;

dmsvs
dt =_T32_R+G3+F

(7.62)

(7.63)

(7.64)

(7.65)

(7.66)

denklemeri elde edilir. (7.7) numarali kinematik denklemin bagintilarin1 (7.60) dan

(7.68) numarali sistem denklemlerine kadar olan yerde yerine yazildiginda, ifadeler

asagidaki gibi yazilir.

T
mlR—Z §=Ty, +F —F,; — Gsina
2

dm;vs
dt

:_T32_R+G3+F

0= N; —Gcosa

.
1 S
"R,

Ic = —Fn

0 =X, —T,cosa

0 = Yz - Gz - T23 - Tleina
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1.
ICZ R_S = —T21T‘2 + T23R2 (773)
2

m3§=_T32_R+G3_ el+F (774)

(7.67 — 7.73) numarali denklemler, (8, T,1, T23, X2, Y2, N; ve F;) fonksiyonlarina gére
cebirsel denklemlerdir. Bu denklemleri ¢oziip, reaksiyon kuvvetlerini saptamak i¢in

sistemin hareketinin diferansiyel denklemini yazilir.

7.2.5. Bir Serbestlik Dereceli Mekanizmanin Hareket Denkleminin Virtiiel Is

Prensibi ile Elde Edilmesi

Sistem dinamiginin genel denklemi D’Alembert prensibi kullanilarak yazilan
matematiksel ifadedir [30].

Z SAY + Z SAT =0 (7.75)

Burada:

Z A% = z F.67 (7.76)

Sistemin virtiiel isi, hareket esnasinda biitiin aktif kuvvetlerinin yaptigi elementer

islerinin toplamina esittir.

Z A = — Z 7, (7.77)

Sekil 7.4’te sisteme etkimekte olan biitiin aktif kuvvetler ve atalet kuvvetleri
gosterilmistir.  Sistemde olusan N;,F, X,,Y, kuvvetleri sekil iizerinde
gosterilmemistir. Bunun sebebi o kuvvetlerin istenilen yerdegisiminde yaptiklari

islerin sifira esit olmasidir.
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Sisteme virtiiel is prensibini uygulanirsa, bu durumda aktif kuvvetlerin yaptig is

elementer islerin toplamina esit olur.

z SAS = 6Ag, + 84, + 84, + 6z + 64 (7.78)

pat
M;

pat
Fi

Rt

Sekil 7.4. Sisteme etkimekte olan biitiin aktif kuvvetler ve atalet kuvvetleri.

Aktif kuvvetlerin tiim elementer isleri hesaplanarak toplanirsa asagidaki ifade elde

edilir.
Z SA = [ k—s —u$ + F(t)|8s = F,6s (7.79)

Getirilmis kuvvetler igin F; analojik ifadeleri (7.25) numarali denklemden elde

edilmistir.

Atalet kuvvetlerinin yaptigi virtiiel isler denklem (7.80) ile hesaplanir.
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n
Z SAY = —F"§s — M 5@ — F6s — M3 5¢
i=1

(7.80)

Esdeger bileske kuvvet ve esdeger bileske momentin atalet kuvvetlerini hesaplamak

icin agagidaki ifadeler yazilir;
F1at =mya; = mMyS;; Mft =Ic18 = Ie191
Mgt = Ic3&; = 29

at _ _ g .
F3" = mgaz = m3S3;

(7.7) numarali kinematik baginti1 gz 6niinde bulunduruldugunda;

s .. s

g, = R_Zfl’z = R,
5 _1lés 18
Y1 = _7"1R2 Y1 = R,

Atalet kuvvetlerinin virtiiel olarak yaptigi isler asagidaki gibi yazilir.

P = _m1 ey m2 ey m3 SOS
L 27 RS RS

Boylece:
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(7.84)
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(7.86)

(7.87)



2 +ms (7.88)

(7.87) numarali denklem elde edilir. Kiitle i¢in analojik ifade daha dnceden (7.10)
numarali denklemden elde edilmisti, Simdi ise (7.78) ve (7.86) ifadeleri (7.74)

numarali ifadede de yerine yazilirsa,

2

T
_CR_ZZS —us$ + F(t)|6s —mys$6s =0 (7.89)
2

(7.87) ifadesinde 6s # 0 oldugundan dolayi, zorlanmig titresim hareketi igin

asagidaki diferansiyel denklem elde edilmis olur.

. . 2 FO .
§+ 2ns + wy“s = —sin(pt) (7.90)
My

Burada:

7y ’ k U
—_c | . P 7.91
w, = R ) Coon Zmg (7.91)

(7.91) numarali diferansiyel denklem &nceden elde edilen (7.27) numarali denklemle

ile uyusmaktadir.

7.2.6. Bir Serbestlik Dereceli Mekanizmanin Hareket Denkleminin Lagrange

Metodu ile Elde Edilmesi
Lagrange’in 2. tip denklemi kullanildiginda, incelenen bir serbestlik derecesine sahip

mekanik sistemin genellestirilmis koordinatlarla diferansiyel denkleminin ifadesi

asagidaki gibi olacaktir;

- = 7.92
dtds 0s ¢ (7:92)
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Burada, T mekanik sistemin kinetik enerjisini, Q@ genellestirilmis kuvveti, s

genellestirilmis koordinat1 ve s genellestirilmis hiz1 ifade etmektedir.

Kinetik enerji ifadeleri (7.8) numarali denklem ile elde edilmistir.

Yani,
mgyv?
T = (7.93)
2
Burada:
3 rf i2
my EmlR_§+m2R_§+m3 (7.94)
v? = $? oldugu goz 6niinde bulundurulursa,
m,§?
T =9 (7.95)
2
Kinetik enerji ifadesinin tiirevi alinirsa,
aT aT d oT
— =0 — = S = § 7.96
a5 =0 g5 T M gy T Mo (7:96)

denklem (7.92)’nin sol tarafindaki ifade, denklem (7.96)’daki gibi elde edilmis olur.
Genellestirilmis Q kuvvetini saptayabilmek i¢in mekanik sisteme 85 yerdegistirmesi

verilir ve tim aktif kuvvetlerin virtiiel ve elementer isleri asagidaki gibi hesaplanir.

n
2
T-
Z SAa = l—kR—zzs _us + F(t)|8s (7.97)
i=1

2

Diger taraftan, bir serbestlik dereceli sistem igin,
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n
Z 5A9 = Qs (7.98)
i=1
olarak yazilabilir. Bu durumda en son yazilan ifadeler kiyaslandiginda asagidaki sonug
elde edilir.

2
0= —k%s U+ F(D (7.99)
2

(7.96) ve (7.98) numarali denklemler Lagrange denkleminde yerine yazildiginda ele

alinan sistemin hareket denklemi agagidaki gibi elde edilir.

2

T
mys = —k R_225 —us + F(t) (7.100)
2
Yada
. . 2 FO .
§+ 2ns + wy“s = —sin(pt) (7.101)
My

Bulunan (7.101) numarali denklem (7.27) ve (7.90) numarali denklemlerle birebir

uyusmaktadir.
7.2.7. Bir Serbestlik Derecesine Sahip Mekanik Sistemin Titresim Analizi

7.2.7.1. Mekanik Sistemin Ortamin Diren¢ Mukavemeti Thmal Olunan Durumu

Icin Soniimsiiz Titresimi

Onceden elde edilen (7.27) numarali diferansiyel denklemde sistemin, n = 0 oldugu

andaki hareketinin denklemi soyle olur;

. 2 FO .
§+w,“s = —sinpt (7.102)
My
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Baslangi¢ kosullarina gore: t = t, = 0, olur ve buna dayanarak s = s, ve s =3,

olarak bulunur.

7.2.7.1.a. Soniimsiiz Serbest Titresim Durumu

Eger disaridan sistemi tahrik eden kuvvet ihmal edilirse (F, = 0), homojen

diferansiyel denklem asagidaki gibi olur.

S+wp?s=0 (7.103)
Bu denklem, serbest titresimlerin diferansiyel denklemidir. Yani sistemin hareketi,
geri ¢agrici kuvvetin etkisiyle olugsmaktadir. Geri ¢agrict kuvvet her zaman sistemi

statik denge durumunu getirmektedir.

(7.103) numarali denkleminin baslangi¢ kosullarin1 géz oniinde bulunduruldugunda

¢Oziim soyle olacaktir:

s = asin (w,t + @) (7.104)
Burada:
$2 SoW. k
a= |[si+ 02, a= tg‘1< ¢ n) ;ow, = L (7.105)
Wy So my

(7.104) numarali denklem incelendiginde asagidaki sonuglarin elde edildigini

sOyleyebiliriz:
1. Bir serbestlik derecesine sahip sistemin serbest titresimleri harmonik

titresimlerdir.

2. Titresimin genligi ve faz agisi baslangi¢ kosullarina baghidir.
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g

k o .
3. Dogal frekans w,, = — Ve titresimin periyodu T = VZV—” baslangi¢ kosullarina

9

bagl degildir ve sadece sistemin karakteristik k, ve atalet m, degerlerine

baghdir.

4. Sistemin igindeki farkli noktalarin titresimlerinin genlik oranlar1 baslangi¢

kosullarina bagli degildir. Bu sayede, baslangi¢c kosullarinin genlige etkisi

sadece tiim noktalarin a ¢arpaniyla etkimesidir.

5. Sistemin tiim noktalar1 her zaman bir fazda yerlesmektedir. Yani ayni zamanda

bir denge durumundan ge¢mektedir. Burada tiim noktalarin koordinatlari es

zaman aninda kendilerinin maksimum degerine ulasir.

7.2.7.1.b. Soniimsiiz Zorlanms Titresim Durumu

(7.101) numarali diferansiyel denklemin baslangi¢ kosullarina gére ¢6ziimii asagidaki

gibi yazilir;
So . .
= t) +— t) ———————— t
s = sycos (w,t) o sin (wy,t) o (02 = D) sin (wy,t)
b sin (pt)
—————sin
(w2 =p?) P
Burada:
F,
H=—
Mg

(7.106) denkleminin sag tarafinin ilk iki terimi asagidaki gibi yazilabilir.

S
s; = Spcos (w,t) + =2 sin (wpt) = a;sin (w,t + ay)
le

S Sow

0 - o%n

a, = Sg +—; aq tg 1 <—S )
w 0
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Bu denklem frekansi w, olan serbest titresimi ifade etmektedir. Baslangi¢ sifir

kosullarinda bu tip titresimler meydana gelmemektedir.
(7.106) numarali denklemdeki tiglincii terim asagidaki gibi yazilabilir.

Hp

T on(an? —p7) S (@nl) = aast 7.110
o (@2 —p?) sin (wpt) = azsin(w,t + ) ( )

S, =

(7.110) numarali denklem harmonik titresimdir. Bu titresim frekansi w, serbest

frekansli sistemlerde sadece genligi tahrik edici kuvvete bagli olarak olugmaktadir.

—FOp( ! ) 7.111
az_mga)n wy?% — p? (7.111)

Bu titresimler de serbest titresimlerdir.

(7.106) ifadesinin dordiincii terimi
Szor = —pzsin t (7.112)

Zorlanmis titresimlerin 6zelikleri soyledir:
1. Zorlanmis titresimler tahrik edici kuvvetin frekansiyla olusur.
2. Zorlanmuis titresimler baslangic kosullarina baglh degildir.
3. Eger w, > p is€ S, F(t) Kuvveti ile ayni fazda olacaktir.

4. Eger w, < p ise titresim cevabi ve F(t) kuvveti zit fazda olacaktir.

Ifade asagidaki gibi yazildiginda;

H .
Szor = msm (pt + ) (7.113)
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Yukaridaki denklemden varilacak sonug, w,, < p oldugu durumda tahrikedici kuvvet

etkisinde olusan titresimler zit fazlarda bulunacagidir.

7.2.7.1.c. Rezonans Durumu

Eger kiitle ve yay enerji depolama elemanlar1 olarak diisiiniiliirse, rezonans1 anlamak
cok daha kolay olacaktir, kiitle kinetik enerji olustururken, yay ise potansiyel enerji
depolar. Daha 6nce de bahsedildigi gibi, kiitle ve yay iizerine etkiyen hi¢bir kuvvet
yoktur, onlar enerjilerini dogal frekansa esit oranda bir ileri bir geri doniistiiriirler.
Diger bir deyisle eger enerji verimli bir sekilde kiitle ve yayin icerisine depolansaydi
enerji kaynaginin dogal frekansa esit oranda enerjiye sahip olmasi gerekirdi. Bir kiitle
ve yaya bir kuvvet uygulamak bir ¢ocugu salincakta sallamaya benzer, eger daha
yiiksege sallamak istiyorsamiz dogru zamanda ittirmek zorundasiniz. Salincak
orneginde oldugu gibi daha biiylik bir hareket elde etmek i¢in uygulanan kuvvetin illa
ki ¢ok fazla olmasi gerekmemektedir. Bu itmeler sadece enerjinin sistemin igine

eklenmesini saglar.

Sonlim ise enerji depolamak yerine enerjiyi harcar. Soniim kuvveti hizla orantili
oldugundan, hareket biiyiidiik¢e enerji daha fazla soniimlenir. Boylece soniim elemani
tarafindan sonlimlenen enerji ile kuvvet tarafindan beslenen enerjinin esit oldugu bir
noktaya ulagilir. Bu noktada sistem kendi maksimum genligine ulasir ve uygulanan
kuvvet ayni kaldig1 siirece bu genlikte titremeye devam eder. Eger hi¢ soniim yoksa

enerji yutacak higbir sey yoktur ve boylece hareket teorik olarak sonsuza gider [30].

Eger w, = p olursa (7.110) ve (7.113) numarali ifadeler anlamin1 yitirmis olur. Bu

durumda titresimi analiz etmek icin bu ifadelerinin birlikte incelenmesi gerekir.

—psin w,t + w,sin pt 0

= =H = —
S2, = 52 + Szor wn(wnz — pz) ek 0 (7114)

g sonucu elde edildigi i¢in bir belirsizlik meydana gelir. Bunun igin (7.114) numarali

denklem asagidaki gibi yazilabilir.
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—psin Wyt + Wy sin pt
Wp(Wr? = p?)

. (7.115)
_ lim [—sm Wnt + Wytcos pt _ 1 i Wt — t oS (Ot
pok —2pWy, Za)nz n 204 n
Bu durumda (7.106) numarali integral, asagidaki sekilde ifade edilir:
So . H Ht
s = sgcos (wut) + o_sin (wpt) + AL (wpt) — e €05 (wpt) (7.116)

n n n

Burada da yani (7.106) numarali ifadede oldugu gibi salinim dalgalarinin hareketi
dogrusal {i¢ titresim hareketiyle meydana gelmektedir, fakat (7.106) numaral

denklemden ¢ok farkli olur. Burada zorlanmis titresimler periyodik degildir.

Ht H _ T
Szor = ~ 505 (wnt) = tsin (wpt — =) (7.117)

n n 2

Zaman gectikce bu deger mutlak deger olarak simirsizca ve genligin dogrusal
kanunuyla biiyiimektedir. Boyle bir durumda ki titresim hareketine rezonans adi
verilir. Rezonans bir sistemin (genellikle dogrusal bir sistemin) bazi frekanslarda
digerlerine nazaran daha biiyiik genliklerde salinmasi egilimidir. Bunlar, o sistemin
rezonans (tinlasim) frekanslar1 olarak adlandirilir. Bu frekanslarda kii¢iik periyodik

kuvvetler bile ¢ok biiyiik genlikler tiretebilir [31].

Zorlanmis titresimlerin frekansi serbest titresimlerin frekansina esit degildir, fakat

yakindir, bu durumda (7.114) numaral ifade asagidaki sekilde yazilabilir.

H
(— ﬁsin wut + sin pt) (7.118)

SZEZSZ-I_SZOT:wz_pZ w
n n

p # w, oldugunu fakat p + w, = 2w,, p/w, = 1, oldugunu

wy? —p? = (wy + p)(w, — p) = 2w, (w,, — p) varsayilarak (7.118) numarali ifade
asagidaki gibi ifade edilir:
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H

= —————(sin pt — sin w,t)
€ an(wn - p) P "

Sy

Trigonometrik ifadeleri kullanarak asagidaki denklemleri yazilir:

, . xX+y  x—=Yy

sin x — siny = 2cos sin
2 2
Burada,
+ H m P %n t

Sy =S, + S,0r = sin oS W

28 2 ZOoTr (,()n((,()n _ p) 2 n
Yani,
Sz, = Ac(t)cos wyt
Yani sonug olarak:
A, = —2 s5in 229 ¢ periyodik fonksiyonlu titresimin genligi

e — wn(wn—D) 2 perty y $ g g

Cok az yavaglayan periyotlu

21
Ta= P—wn
2

Ve titresimin kendi periyodu

2T

TZOT'

Yani 74 > 1,,, ve kiigiik frekansli p — w, /2
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Zorlanmis titresimin frekansi serbest titresimin frekansina ¢ok yakinsa (fakat esit

degilse) sistemde titresim olusur [32].

7.2.7.2. Mekanik Sistemin Diren¢ Mukavemeti Ihmal Olmayan Viskoz

Ortamdaki Titresimi

Sistemin viskoz ortamdaki hareket denklemdi denklem (7.125)’de gosterildigi gibi

onceki boliimlerde elde edilmistir.

F,
§ 4 2ns + ks = —~sinpt (7.125)
My

Sistemin baslangi¢ kosullar1 s = sy ve § = §, olarak alinmistir.
7.2.7.2.a. Soniimlii Serbest Titresim Durumu

(7.125) numarali denklem, tahrik edici kuvvetin ihmal edilmesi (F, = 0) durumunda

asagidaki gibi yazilir.
§+2ns+wy?s=0 (7.126)

Diisik mukavemet durumu ele almirsa (n <w,), (7.126) numarali homojen

diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiinii asagidaki gibi yazilir;

s = ae "sin (kit + a) (7.127)

[k
ki =wy =vk?—n% ; w, = m—g (7.128)
g

Burada:
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1, _ Sok1
T \/Sg T k_f(so +nsp)? a=tg ' (M) (7.129)
Sistemin hareket denkleminin ¢6ziimiinden yani (7.127) numarali denklemden

anlasilmaktadir ki, mukavemetli ortamda:

1. Serbest titresimler soniimlii titresimler olur.

2. Soniimli titresimlerin frekansi k; = W soniimlii olmayan titresimlerin
frekansindan kiigiiktiir (k; < wy,).

3. Soniimlii titresimlerin genligi, A = a.e™™ fistel (eksponansiyel) kanunla
sOnlimlenir.

4. Soniimli titresimlerin periyodu yani t; = 21 /k, soniimlii olmayan titresimlerin

periyodundan yani t = 2m/w,, ‘dan biiytiktiir.

. - 1
5. Istenilen iki komsu genligin orani;(4; = ae™ ve A;., = ae n(t+2T1))her

zaman sabittir. Yani,

1
= 3" (7.130)

Bu orana sonilimiin katsayis1 ad1 verilir ve Logaritmik katsay1 olarak isimlendirilir.

1
y=Inb= Entl (7.131)

Bu katsayilar sonimlil titresimin genliginin soniimlenmesinin (sifira yaklagmasini)

tezligini (¢abuklugunu) degerlendirmek i¢in kullanilir [33].
7.2.7.2.b. Soniimlii Zorlanms Titresim Durumu

Bu durumda hareketin diferansiyel denklemi homojen olmayacaktir.

. : Fo .

§+2ns + wy?s = —sinpt (7.132)
My
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Bu denklemin genel ¢6ziimii sdyle olur.
s = Cie ™cos kit + C,e ™ sin kit + Dsin (pt — &) (7.133)

Baslangi¢ kosullar1 s = sy5; § = 55 oldugu andaki integral sabitleri asagidaki gibi

olur:

C; =59+ Dsiné
(7.134)

1
C, = o [so + n(sy + Dsin &) — Dpcos 6]
1

Integral sabitleri (7.134) numarali denklemde yerine yazilirsa, hareket denkleminin

¢Oziimii asagidaki gibi elde edilir.

n
s =a.e ™sin (k;t + a) + k—De‘”tsin 8sin kyt +
, ! (7.135)
+De™™ (sin écos kit — 0 €S dsin k1t> + Dsin (pt — 6)
1
Burada:
So + nsy)? sok
a= \/sg + M tga = ——— (7.136)
k7 So + nsy
D =Don; Do =-2 ; tgs = —F 7.137
= Don; O_kgr 9 _an_pz ( )
Burada n dinamiklik katsayisidir ve asagidaki gibi hesaplanir.
1
n= — o (7.138)
(1=37) +4imn

(7.135) numarali ifadenin birinci terimi sontimlii titresimi ifade etmektedir.
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sy = a.e ™sin (kit + ) (7.139)

Ikinci ve {igiincii terimlerin toplami da eslik eden titresimdir.

n
De ™ sin § sin(k,t) + De ™ (sin 8cos (k)

SZ = k_l
. (7.140)
——-cososin (kqt)
ky
Sonuncu terim harekete gegirici (tahrik edici) kuvvetin zorlanmis titresimdir.
Szor = Dsin (pt — §) (7.141)

Boylece zorlanmis titresimlerin genligi rezonans olayinda kii¢iik mukavemetlerde en

biiyiik degerlere sahip olur [34].

Eger p # w,, ise fakat birbirine ¢ok yakinsa o zaman p/k; = 1 ifadesi, (7.140)
numarali denklemde yerine koyulursa eslik eden titresimlerin ifadesi su sekilde

yazilabilir:
n
S, = EDe‘"tsin 8sin (kit) + De "sin (kit — 6) (7.143)

(7.141) ve (7.143) numarali ifadeleri birlikte incelenir ve bu ifadelere asagidaki ifade

eklenip sifira esitlenirse;
De ™sin (pt — 6) — De ™sin (pt — 6) (7.144)

olarak bulunur. Boylece mekanik sistemin hareket denkleminin ¢6ziimii asagidaki gibi

olur:
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n
s = —De ™sin (kyt) + D(1 — e ™)sin (pt — ) +
K (7.145)

+De ™ [sin (pt — §) — sin (kyt — )]

(7.119) numarali denklemdeki gibi burada da kdseli parantezlerdeki ifadeler asagidaki

gibi gosterilmistir.

—k +k
sin (pt — &) — sin (k;t — §) = 2.sin (p 5 ! t) cos (p 5 Le— 8) (7.146)
p + k, = 2p olarak kabul edip denklemde yerine yazilirsa,

n
s = k—De‘"tsin kit+D(1—e™)sin (pt—6) +
! (7.147)

ke

+2De ™sin (p t) cos (pt — &)

(7.145) ifadesindeki sonuncu terim soniimlii titresimli g¢arpinti titresimi ifade

etmektedir.
-k
A, = 2De "sin (p z 1) (7.148)
Yani,
s, = A.cos (pt — §) (7.149)

(7.145) ifadesindeki ikinci terim ise soniimlii olmayan zorlanmis titresimdir.
Szor = D(1 — e ™)sin (pt — 8) (7.150)

(7.145) ifadesindeki birinci terim ise bu sontimlii titresime eslik eden titresimdir.

n
Se.eden = k—lDe‘”tsin kit (7.151)
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Boylece gergek durumlarda (n # 0) garpinti titresimleri tahrikedici kuvvetle meydana
gelen frekans soniimlii titresimin frekansina yakin olmasiin yani sira pratikte ¢cok

onemlidir [35].

Kararli hareket olustugunda ise mukavemet yiiksek olacaktir, bu durumun hareket

denklemiyse asagidaki gibi olur:

Szor = Dsin (pt — §) (7.152)
7.3. Sayisal Analiz Calismalar:

Bu bdliimde, hareket denklemi cesitli yontemlerle elde edilip hareket denkleminin
¢Oziimii yapilan sistemin ilk olarak viskoz olmayan ortamdaki serbest titresim analizi
ve zorlanmis titresim analizi yapilmistir. Daha sonra sistemin viskoz ortamdaki serbest
titresim analizi ve zorlanmis titresim analizi yapilmis ve rezonans durumu
incelenmistir. Titresim analizleri Matlab yazilimi kullanilarak, At = 0.01 zaman
adiminda yapilmistir.

7.3.1. Viskoz Olmayan Ortamda Serbest Titresim Analizi

Ele alinan sistemin serbest titresim analizinde ortam viskoz olmadigi i¢in soniim etkisi

thmal edilmistir. Analiz calismasinda asagidaki veriler kullaniimistir.

rn=02m, rp, =0.2m, R, =0.8m, i,=0.6m, m, = 4kg,

N
m, = 6kg, ms = 3 kg, c= 800;

Ele alinan sistemin serbest titresim cevabir denklem (7.153)’deki gibi elde edilmistir.

s = asin (w,t + ) (7.153)
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e s k
a= S§+W—O' a=tg‘1(ﬂ); k= |-+ (7.154)

so = 0.2m, sq = 0 baslangi¢ kosullar1 icin sistemin serbest titresim cevabi Sekil 7.5

deki gibi elde edilmistir.

=
=}
a

Deplasman (m)
S S
S 9 o
(4] - (3] o

S
[N
:

s
N
(5]

o

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Zaman (s)

Sekil 7.5. sp = 0.2m, $, =0 baslangi¢ kosullar1 icin sistemin serbest titresim

cevabi.

so = 0.2m,s5, = 0.3 m/s baslangi¢ kosullar1 i¢in sistemin serbest titresim cevabi
Sekil 7.6 daki gibi elde edilmistir.

0.25

02FT

o
5
o

©
a

0.05

-0.05

Deplasman (m)
o

=)
L5

-015

021

-0.25

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Zaman (s)

Sekil 7.6. s, = 0.2 m, s, = 0.3 m/s baslangi¢ kosullar1 i¢in sistemin serbest titregim
cevabi.
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so = 0m, s, = 0.3 m/s baslangic kosullar1 i¢in sistemin serbest titresim cevabi Sekil

7.7 deki gibi elde edilmistir.

0.15

0.1 r

©
o
5]

o

Deplasman (m)

-0.05

01

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Zaman (s)

Sekil 7.7. sq = 0, $y = 0.3 baslangi¢ kosullari i¢in sistemin serbest titresim cevabi.

7.3.2. Viskoz Olmayan Ortamda Zorlanmis Titresim Analizi

Ele alinan sistemin zorlanmig titresim analiz calismasinda asagidaki veriler

kullanilmistir.

r =02m, rn, =0.2m, R, = 0.8m, i, =06m
N
m, = 4kg, m, = 6kg, msz = 3 kg, c= 800a

F =100sin(5t) N, p=>5rad/s

Ele alinan sistemin zorlanmus titresim cevabi denklem (7.155)’teki gibi elde edilmistir.

_ So . __ Hp
s = sycos (w,t) + o sin (wy,t) o (02 = pD) sin (wy,t)
. (7.155)
+ ————=sin (pt
(o2 —p " P9
Fy
H=-" (7.156)
my
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Sisteme Sekil 7.8 de gosterildigi gibi F = 100 sin(5t) harmonik dis kuvveti

uygulanmigtir.

100
80 H
60

40

20

F (N)

20
-40 |

-60 |

AR RRRRRRENE

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Zaman (s)

Sekil 7.8. Sisteme uygulanan F = 100 sin(5t) harmonik dis kuvveti.

Sisteme F = 100 sin(5t) harmonik dis kuvvet uygulanmasi durumunda zorlanmis

titresim cevabi Sekil 7.9 daki gibi elde edilmistir (w > wy,).

o
[N}

Deplasman (m)
g o

<o
~

VY

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Zaman (s)

o o
© o
-—

'
-

Sekil 7.9. Sisteme F, = 100 sin(5t) harmonik dis kuvvet uygulanmasi durumunda
zorlanmis titresim cevabi.
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Sisteme F = 100 sin(2t) harmonik dis kuvvet uygulanmasi durumunda zorlanmis

titresim cevabi Sekil 7.10 deki gibi elde edilmistir (W < wy,).

Deplasman (m)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Zaman (s)

Sekil 7.10. Sisteme F, = 100 sin(2t) harmonik dis kuvvet uygulanmasi durumunda
zorlanmus titresim cevabi.

Sekil 7.9 da gorildigi gibi uygulanan zorlama kuvvetinin frekansi sistemin dogal
frekansindan biiyiik oldugu durumda kuvvet ve sistem cevabi zit fazda olmaktadir.
Uygulanan kuvvetin frekansi sistemin dogal frekansindan kiigiik oldugu durumda ise

Sekil 7.10 da goriildiigii gibi kuvvet ve sistem cevabi ayn1 fazda olmaktadir.

7.3.3. Viskoz Olmayan Ortamda Rezonans Durumu (w,, = p)

Rezonans durumundaki hareket denklemi asagidaki gibi elde edilmistir.

S Ht
s = sgcos (wyt) + W—isin (wpt) + w2 sin (w,t) — mcos (wpt) (7.157)

Ele alinan sistemin rezonans durumunu incelemek icin asagidaki veriler kullanilmistir.

r, =0.2m, r, =0.2m, R, = 0.8m, i, =0.6m my; =4kg
N
m, = 6kg, ms; = 3 kg, ¢ =800 o’ F =100sin(5t) N

Viskoz olmayan ortamda rezonans durumu Sekil 7.11 deki gibi elde edilmistir.
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60

40

Deplasman (m)
\ N
o o

N
o
T

40 t

60 . . . L : : L L ‘
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Zaman (s)

Sekil 7.11. Viskoz olmayan ortamda rezonans durumu.
Sekil 7.11 de goriildiigii gibi uygulanan dis kuvvetin frekansi sistemin dogal frekansi
ile cakistig1 zaman rezonans durumu ortaya ¢ikmakta ve titresim genlikleri sonsuza
gitmektedir.

7.3.4. Viskoz Ortamda Serbest Titresim Analizi

Ele alinan sitemin viskoz ortamdaki serbest titresim cevabi asagidaki denklemler ile

bulunmustur.

s = ae "sin (kit + a) (7.158)
—n? ’ (7.159)
1, _ Sok1

a= \/sg + k—%(so +nsy)? a=tg?! (m> (7.160)

Ele alinan sistemin viskoz ortamdaki serbest titresimini incelemek icin asagidaki
veriler kullanilmistir.

r, =0.2m, r, =0.2m, R, = 0.8m, i, =0.6m, my =4kg,
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N
m, = 6kg, my = 3 kg, C:800E' u=20.1,

So=0.2m, So=0m/s

Verilen parametrelere gore sistemin viskoz ortamdaki serbest titresim cevabi Sekil

7.12 de gosterilmistir.

0.2

0.15

0.1

0.05

Deplasman (m)
o

-01

-0.15

02 ; 3 3 4 : d 3 3 g
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Zaman (s)

Sekil 7.12. Sistemin viskoz ortamdaki serbest titresim cevabi.

Farkli ortam viskozite degerleri i¢in sitemin soniimlii serbest titresim cevabi Sekil
7.13’te gosterilmigtir. Sekilde goriildiigii gibi ortam viskozitesi arttikga ortamin

soniimleme kabiliyeti artmakta ve boylelikle titresim daha ¢abuk soniimlenmektedir.

02 , ! ; . . ; ; ; :
\‘ —u=0.1

o5 | —— =02/
‘ 1=0.3

0.1 1

:: || AVAVAVQVQUQ\/\'

-0.1

o

Deplasman (m)

-015 1

-0.2

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Zaman (s)

Sekil 7.13. Viskoziteye gore serbest titresim cevabinin degisimi.
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7.3.5. Viskoz Ortamda Zorlanmis Titresim Analizi

Ele alinan sitemin viskoz ortamdaki hareket denklemleri bolim 7.8’de asagidaki

denklemler ile bulunmustur.

n
s = ae ™sin (kit + a) + —De ™sin sin kit +

ky
) (7.161)
+De™ ™t (sin bcos kqt — . €0S dsin klt) + Dsin (pt — 6)
1
Burada:
(S0 + nsp)? Sok1

— 2 t P 7162
¢ \/SO + k? g4 $o + nSg ( )
D =Dyn;: Dy =0, g5 = 2P 7.163

= Don; O_kg' g _an—pz (7.163)

_ 1
n= (7.164)

Ele alinan sistemin viskoz ortamdaki zorlanmis titresimini incelemek i¢in asagidaki

veriler kullanilmistir.

rn=02m, r, =0.2m, R, = 0.8m, i, =0.6m, m, = 4kg,
N
m, = 6kg, m; = 3 kg, ¢ =800 o F = 100sin(5t) N, u=0.1

So =0m, So=0m/s

Sisteme F, = 100 sin(5t) harmonik dis kuvvet uygulanmasi durumunda zorlanmis

titresim cevabi Sekil 7.14°te gosterilmistir.
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-002

Deplasman (m)

-0.04 -

-0.06

0,08 . . i i i . . i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Zaman (s)

Sekil 7.14. Sisteme F, = 100 sin(5t) harmonik dis kuvvet uygulanmasi durumunda
zorlanmus titresim cevabi.

7.4. Bir Serbestlik Dereceli Mekanizmanin Hareket Denklemlerinin

MATLAB/Simulink Yazihhminda Coziimii

Daha onceki boliimlerde ele alinan tek serbestlik dereceli mukavemetli ortamda
calisan mekanizmanin hareket denklemleri ti¢ farkli yontem ile elde edilip sistemin
serbest ve zorlanmis titresim cevabi elde edilerek simiilasyonlar1 gergeklestirilmistir.
Boylelikle ii¢ farkli yontem ile hareket denklemi dogrulanmistir. Bu boéliimde ise
hareket denkleminin ¢6ziimii MATLAB/Simulink yaziliminda yapilarak sistemin
zorlanmis titresim cevab1 At = 0.01 zaman adimi ile Runge-Kutta ¢6ziim metodu

kullanarak elde edilmistir. Boylelikle de hareket denkleminin ¢oziimii dogrulanmuistir.

Sistemin hareket denklemi daha 6nceki basliklarda asagidaki gibi elde edilmistir.

1
§+2ns$ + wyls = —F(t) (7.165)
My

Denklem (7.165) yeniden diizenlenerek asagidaki gibi yazilabilir.

1
§=—F(t) — 2ns — w,?s (7.166)
My

84



Denklem (7.165), Sekil 7.15’teki gibi MATLAB/Simulink ortaminda blok
diyagramlarla ifade edilip ¢6ziimii yapilmistir. Diyagramdan goriildiigii gibi ilk olarak
§ ivme ifadesi elde edilmis daha sonra ivmenin pes pese iki kere integrali alinarak

sistemin hiz ve yer degistirme cevabi elde edilmistir.

éwm
i‘K‘E wn
A
Ll
A gy E— [y B O
— - ivme s hiz s yer degistirme
100sin(5t) 1/mg 1.integral 2.integral Sistem cevabi
2n

2n*hiz < hiz

Sekil 7.15. Simulink modeli.

Sisteme F, = 100 sin(5t) harmonik dis kuvvet uygulanmasi durumunda zorlanmig

titresim cevabi Sekil 7.16°daki gibi elde edilmistir.

0.06 -

0.04 -

0.02 -

-0.02 -

Deplasman (m)

-0.04 -

-0.06 -

-0.08 |-
1 1 L 1 1 L 1 1 L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Zaman (s)

Sekil 7.16. Simulink modelinden elde edilen sistemin titresim cevabi.

Ayrica sisteme rastgele titresim genliklerinden olusan random giris kullanilmis ve

sistemin cevab1 Sekil 7. 17°deki gibi elde edilmistir.
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x10%

Deplasman (m)

. . . . L | . | E
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Zaman (s)

Sekil 7.17. Sistemin rastgele (random) titresim cevabi.
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BOLUM 8

SONUCLAR

Yapilan ¢alismada, mekanik sistem Lagrange metodu, virtiiel is prensibi ve sistemin
kinetik enerjisinin degismesi teoremi kullanilarak dinamik ve statik olarak
incelenmistir. Lagrange metodu, virtliel is prensibi ve sistemin kinetik enerjisinin
degismesi teoremi kullanilarak, mukavemetli ortamda c¢alisan mekanizmanin hareket
denklemi ii¢ farkli yontem ile elde edilerek dogrulanmistir. Sistemdeki i¢ ve dis

reaksiyon kuvvetleri sistemin momentumunun degismesi teoremi ile bulunmustur

Duragan sistemler incelenirken, sistemin etki altinda kaldigi kuvvetler miktarinca
yazilan esitliklerle degil, virtiiel isler yontemiyle sonuglar elde edilmistir. Dinamik
sistemler incelenirken de kinematik ve kinetik esitlikler kullanilmayip, bunun yerine
Lagrange denklemleri vasitasiyla sonuglara ulasilmistir. Virtiiel igler prensibini statik
sistemlerde kullanarak, sistemin ¢6ziimlenmesinde kuvvetlerin adedi kadar denklem
say1st olusturulamadig1 zamanlarda, bilinmeyen kuvvetler bulunmustur. Bu durum ise
yiiklemenin fazla oldugu statik sistem ve bu sistemlerin ¢éziimlenmesini kolaylastirir

ayrica uzun ve zaman alic1 denklemler ile zaman kaybi minimuma inmis olur.

Lagrange denklemlerini se¢gmek ve tercih etmek bize dinamik sistemlerde kuvvetler
tesiri altinda kalarak hareket eden sistemlerde ve bu sistemlerin anlasilmasinda
kinematik ve kinetik formiilasyonlara ihtiya¢ duymadan, hizi, ivme ve harekete neden
olan kuvvetlerin saptanmasini saglamistir. Lagrange denklemlerini kullanarak hareket
halinde olan sistemler statik sistem olarak degerlendirilmistir. Elde edilen hareket
denklemleri ortamm mukavemetli ve mukavemetsiz oldugu durumlarn igin
MATLAB/Simulink programinda zorlanmis ve serbest titresimlerinin analizi
yapilmistir ve bulunan denklemlerin dogrulugu ispatlanmistir. Bu sayede hareket

durumundaki sistemlerin ivmesini ve hizini, ayrica bu hiz ve ivmeye sebep olan

87



kuvvetlerin saptanmasinda ki denklem fazlaligin1 azaltmis ve direkt olarak ¢oziim

bulunmasini saglamistir.
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