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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

SIMGELER

N - dogal sayilar kiimesi

Ny : N U {0}

R . gergek sayilar kiimesi

C : karmagik sayilar kiimesi

U : {z:]z] < 1}, birim disk
.z .

k(z) EEY koebe fonksiyonu

f <g :f fonksiyonu g fonksiyonuna subordinedir

D"f  :f fonksiyonun n.mertebeden Salagean Tiirevi

A : U birim diskinde tanimlanan f(z) = z + ;- a,, z" analitik fonksiyonlarin
sinifi

S : birim diskte analitik, tinivalent ve normallestirilmis fonksiyonlar sinifi

P . pozitif gercel kisma sahip fonksiyonlarin sinifi

K : konveks fonksiyonlar sinifi

S* - yildiz1l fonksiyonlarin sinifi

S*(a) :a-mertebeli yildizil fonksiyonlar sinifi

K (a) :a-mertebeli konveks fonksiyonlar sinifi

S(a) :a-mertebeli giiclii y1ldizil fonksiyonlar smnifi
K(a) :a-mertebeli giiclii konveks fonksiyonlar smnifi
Q : Schwarz Fonksiyonu

> : Bi-univalent fonksiyonlarin sinifi

Syla]l : a-mertebeli giiglii bi-yildizil fonksiyonlar sinifi

Kyla] :a-mertebeli giiclii bi-konveks fonksiyonlar sinifi



BOLUM 1

GIRIS

Geometrik Fonksiyonlar Teorisi, Riemann’in 1851 yilinda kompleks diizlemin basit
baglantili bir 6z alt kiimesini konform olarak birim diske resmeden bir f analitik
fonksiyonunun var oldugunu gésteren; "Riemann Doniisiim Teoremi'"olarak bilinen
teoremiyle ortaya ¢ikmistir (Riemann 1851). Bu yiizden keyfi alinan basit baglantil:
bolgeler iizerinde tanimladigimiz analitik yalinkat fonksiyonlar ile calismaktansa U =
{z:|z| < 1} birim diski iginde tanimlanan analitik yalinkat fonksiyonlar ile ¢alismak
kolaylik saglamistir. Bunun iizerine analitik yalinkat fonksiyonlar iizerine ¢aligsmalar,

U da analitik, yalinkat ve

fO)=f(0)-1=0

normalizasyonunu saglayan fonksiyonlarin § sinifi  {izerinde c¢alismalar hiz

kazanmustir.

1916 da Bieberbach’in ileri siirdiigi, f € S fonksiyonu igin

lap| <n

esitsizligi uzun yillar matematikgileri mesgul etmistir. 1985 yilinda Fransiz
matematik¢i Louis de Branges tarafindan genel ispat yapilana kadar bu tahmin tizerine
bir¢cok caligma yapilmistir. Louis de Branges tarafindan genel ispatin yapilmasi,
beraberinde S sinifi i¢in yeni alt siniflar tanimlama, katsayi tahminleri, Fekete-Szego
problemleri, Hankel determinant sinirlari, biiyiime ve genisleme teoremleri, yarigap
problemleri, komsuluklar, integral ve tiirev operatorleri, konvolusyon, subordinasyon

problemleri gibi birgok problemin ortaya ¢ikmasini saglamstir.



Biitiin bu ¢alismalar tanimlanan yeni alt siniflar icin "a,," genel katsayisinin modiili
icin de dst sinir elde edilebilir mi?" sorusunu beraberinde getirmistir. U birim
diskinde, f(z) = z + Y-, a,z™ bigiminde Maclauren seri agilimima sahip bi-
tinivalent(kendisi ve tersi yalinkat) fonksiyonlarin sinifi ilk defa Lewin tarafindan

1967 yilinda tanimlanmustir. Bu tip fonksiyonlarin sinifi ) olarak gésterilmistir.

VA log(1 ) 1l <1+Z>
1-2" oglt T2, s T,

Y. sinifinina ait oldugu halde S sinifina ait en O6nemli fonksiyon olan Koebe
fonksiyonu Y, sinifinda degildir. Ciinkii bu Koebe’nin goriintii bolgesi olan bolge U ile

tanimlanan birim diskini icermez.

Lewin’in bu calismasi {lizerine tnivalent fonksiyonlardaki gibi bi-iinivalent
fonksiyonlar igin de katsayilar ile ilgili de arastirmalar ve tahminler yapilmistir. Ik
olarak Lewin ) sinifinda olan fonksiyonlarin ikinci katsayisi olan a, igin |a,| <
1.51 oldugunu kamtlamstir. Ilk baslarda Y, simifinda olan fonksiyonlarin katsayilari

i¢in
lan| <1 (n € N/{1})

oldugu tahmin ediliyordu. Daha sonra 1969 yilinda Netanyahu max|a,| = g oldugunu

ispatlamistir. 1979 yilinda Brannan ve Clunie |a,| < V2 varsaymuni yapnustir. 1981
yilinda ise Wright ve Styer|a,| >§ sartin1 saglayan ) smifinda olan f
fonksiyonlarmin var oldugunu gostermistir. ). sinifinda olan f fonksiyonlarinin

katsayilar ile ilgili en iyi tahmini |a,| < 1.485 oldugunu gostererek Taha 1981
yilinda yapmustir.

Sonra bazi yazarlar tanimlanan bazi alt siniflar igin elde edilen katsayilari, Chebsyhev
polinomlarinin katsayilar1 tarafindan tekrar elde ettikleri caligmalar yapilmaya

baglanmistir.



Bizde calismamizin dordiincii bdliimiinde, Salagean Tiirev Operatorii yardimiyla
olusturulan Ng’” (a,A) alt simfinin |a,| ve |as|katsayr tahminleri Chebyshev

polinomlar1 yardimiyla elde edilmistir.

Son olarak besinci boliimde elde edilen sonuglarin karsilastirilmasi yapilmistir.



BOLUM 2

KURAMSAL TEMELLER

Tezin bu bolimiinde tez igerisinde kullanilacak ana tanim ve teoremlere yer

ayrilmastir.

Tanim 2.1. (Disk) Karmasik sayilarin kiimesi C olup, z, € C ve r > 0 olsun.
D(zy,r) ={z € C: |z —2zy| <71} (2.1)
seklinde verilen kiimeye 7 yarigaph z, merkezli agik disk,

D(zg,7) ={z€C:|z—2z| <7} (2.2)
seklinde verilen kiimeye r yaricapl z, merkezli kapali disk,

0D(zy,r) ={z € C:|z—zy| =71} (2.3)
seklinde verilen kiimeye r yarigapl z, merkezli gember denir.

Tanimm 2.2. (I Nokta) A c Cbir kiime ve A kiimesinde z, € A seklinde z, noktasi
alalim. Bu z, noktasinin bir komsulugu tiimiiyle A kiimesi i¢inde bulunuyorsa z,
noktasina kompleks diizlemdeki A kiimesinin i¢ noktasi denir

Tanim 2.3. (A¢ik Kiime, Kapali Kiime) C karmasik diizlemde A c C olacak sekilde A

kiimesini alalim. Bu A kiimesinin her z noktasi i¢ noktaysa bu A kiimesine agik kiime

olarak adlandirilir. A kiimesi kapali kiime ise tiimleyeni agik kiimedir.



Tanim 2.4. (Yigilma Noktasi) A € C bir kiime ve A # @ olmak sartiyla bu A
kiimesinin z, gibi bir noktasinin her D(z,, €) komsulugunda, verilen bu A kiimesinin

alinan z,, dan farkli bir z noktasi varsa bu z,’a A kiimesinin bir y1gilma noktas1 denir.

Tanim 2.5. (Baglantil1 Kiime) A < C kiimesini ele alalim. Bu A kiimesindeki herhangi
7z, Ve z, nokta cifti tamamiyla bu kiime icerisinde kalacak sekilde sonlu sayidaki

dogru pargasi ile birlestirilirse bu kiime baglantili kiime ismi verilir.

Tanim 2.6. (Egri) [a, b] < R olsun ve y:[a, b] - C bigiminde ifade edilen siirekli

fonksiyonu C karmasik diizlemde egri olarak tanimlanir.

Tanim 2.7. (Bolge) Karmasik diizlemde alinan bir kiime baglantili, acik ve bostan

farkli ise bolge olarak adlandirilir.

Tanim 2.8. (Basit Baglantili Bolge) Karmasik diizlem C de herhangi bir D bolgesini
diisiinelim. D bolgesinde kalan her basit kapali egri D bolgesininin digina ¢ikmadan

tek bir noktaya indirgenebiliyorsa D bdlgesi basit baglantili bolgedir.

Tanim 2.9. (Karmagik Fonksiyon) C nin bostan farkli bir alt kiimesi A kiimesi olmak
tizere A kiimesi igindeki her bir z elamanina belirli bir f(z)e C elemanina esleyen
f:A — Cbigimindeki f fonksiyonuna A dan C ye karmagik fonksiyon denir. w = f(z)

biciminde yazilir.

Tanim 2.10. (Karmasik Fonksiyonun Limiti) Bir f karmasik fonksiyonunun z, ‘in bir
delinmis komsulugunda tanimlandigin1 ve L’nin bir karmasik say1 oldugunu kabul
edelim. Her e > 0ve 0 < |z — z,| < § sartlarini saglayan Vz € A i¢in |f(z) — L| < &
seklinde bir § = §(z,, &) > 0 sayisi mevcutsa f fonksiyonunun z, z,’a giderken limiti

mevcuttur ve L’ye esittir. lim f(z) = L bi¢iminde ifade edilir.
z—2Z,

Tanim 2.11. (Siireklilik) A € C kiimesi olsun. f: A — C fonksiyonu tanimlanip
o € A alahm. Her € > 0 igin f(A N D(zy,8)) © D(f (2o, €)) olacak bigimde



& = 8(zy, &) > 0 sayis1 mevcut ise f(z) fonksiyonu z, noktasinda siirekli olarak

adlandirilir.

Tanim 2.12. (Diferansiyellenebilirlik) ¢ C kiimesi olsun ve f: A — C fonksiyonu
tanimlansin. f fonksiyonunun bir z, € A noktasinin komsulugunda tanimli oldugunu

kabul edelim.

f(zo + Az) - f(20)
m

Az—0 Az

limiti mevcutsa f fonksiyonuna alinan z, noktasinda diferansiyellenebilirdir

(tiirevlenebilirdir) denir ve f'(z,) ve 3—]; (z,) bigiminde ifade edilir.

Tanim 2.13. (Analitik Fonksiyon) A c C olsun. f: A — C fonksiyonu alinan bir z, da
ve bu alinan (z,) noktasinin uygun komsulugundaki tiim noktalarda
diferansiyellenebilirse(tiirevlenebilir) f fonksiyonu z, noktasinda analitiktir adi

verilir.

Tanim 2.14. (Maksimum Modiil Teoremi) A bolgesi i¢inde analitik f(z)
fonksiyonunu ele alalim. A bolgesinde f (z) fonksiyonu sabit kalmadikga, A

bolgesinin sinirinda |f(z)| maksimum degerini alir.

Tanim 2.15. (Schwarz Yardimci Teoremi) U = {z:|z| < 1} birim diski ve bu
diskte f(z) analitik fonksiyonu alalim ve f(0) = 0 olsun. Eger ki U = {z: |z| < 1}
birim diski icerisinde |f(z)| <1 ise [f(2)| < |z|ve |f'(0)| <1 olur. Esitsizligin

saglandig1 durum yalnizca @ € R igin f(z) = e'®z fonksiyonudur.

Tanim 2.16. (Argliment) Karmasik diizlem iizerinde z kompleks sayisin ele alalim.
Bu z noktasi bir vektor belirtir ve bu vektor pozitif reel eksenle 9 agis1 yapar. Yaptigi
bu 9 agis1 z kompleks sayisinin argiimenti olarak adlandirilir. 9 = arg(z) bigiminde

ifade edilir.



Tanim 2.17. (Konform Doniisiim) z- diizlemindeki kesisen iki yay arasindaki agi,
yaylarin bir dogrusal tasvir altinda w- diizlemindeki resimleri arasindaki agiya esittir.

Bu a¢1 koruma 6zelligine sahip olan kompleks tasvirlere konform tasvirler denir.

w = f(2) bir D bolgesinde tanimlanan kompleks tasvir ve z,, D bolgesinde bir nokta
olsun. Bu takdirde z, noktasinda kesisen D bolgesindeki her yonlendirilmis y;,¥>
diizgiin egri ¢iftinin z, noktasindaki aralarindaki ag1, y; Ve y, resim egrilerinin f(z,)
noktasinda aralarindaki agiya hem biiyiiklikte hem de yonde esitse w =
f (z) kompleks tasvirine z, da konform dontistim denir. Eger Ki bu f fonksiyonu alinan

her z, noktasinda konform ise f fonksiyonu bu D bélgesinde konform olur.

Tanim 2.18. f fonksiyonu herhangi bir z, noktasinda analitik ve f'(z,) # 0 ise f

fonksiyonu bu z, noktasinda konform doéniisiim olarak adlandirilir.

Tanim 2.19. (Dizi) f: N = C fonksiyonu tanimlansin. f(n) = z, seklinde ifade edilen

fonksiyon C de karmasik dizi olarak adlandirilir.

Tanim 2.20. (Yakinsaklik) (z,,) C karmasik diizlemde bir dizi olsun. z, € C ele alalim.
Herhangi bir e > 0 iginn = ngy niteligindeki timn € N i¢in |z, — zy| < € olacak
bi¢imde bir ny € N bulunabiliyor ise z,, (z,) dizisinin limiti olarak adlandirilir.

(z,,) dizisinin bir z, € C limiti mevcutsa (z,,) dizisi yakinsak dizi olarak adlandirilir.
Tanim 2.21. (Seri) Karmasik dizi olarak (z,) ele alalim.

Zq +Z2 +Z3 + A + .-

ifadesi karmagik seri olarak adlandirilip };;—; z,, biciminde gosterilir. Kismi toplamlar
dizisi ise yukarida verilen bu serinin S, = Y.}_; z; bi¢iminde tanimlanan (S,)
dizisidir.

Tanim 2.22. (Yakinsak Seri) Y:n- z,, karmasik bir serinin (S,) kismi toplamlar dizisi

olsun.



Sn=Zl +Z2 +Z3+"'Zn

olmak iizere, yakinsak ise (n — ooikenS, — L) seri L’ ye yakinsar veya serinin

toplami L olarak adlandirilir.

Tanim 2.23. (Kuvvet Serisi) z,, a,, € C olsun.

[00]

Z an(z — zo)"

n=0
bigimindeki seriler kuvvet serisi olarak adlandirilir.

Tanim 2.24. (Taylor Teoremi f fonksiyonu bir D bdolgesinde analitik ve zg,
D bolgesinde bir nokta olsun. Bu durumda f, z, merkezli R yarigapli tamamen D

icinde yer alan en genis C ¢emberi i¢in gegerli

(o] [0e]

(n)
F@ = anz -z = Y L gy

n=0 n=0

kuvvet serisi agilimina sahiptir.Yukarida ifade edilen kuvvet serisi, f(z) fonksiyonun
zy noktas1 komsulugundaki Taylor serisi olarak adlandirilir. Eger ki z, = 0 alinirsa bu

Taylor serisi

[00]

F™o)
Z n! z

n=0

Maclauren serisi olarak adlandirilir.



BOLUM 3
MATERYAL VE METOT
3.1. UNIiVALENT FONKSiYONLAR

Tamim  3.1.1.  (Univalent  Fonksiyonlar) D c C  karmasitk  bolgede
f fonksiyonu tanimlansin. Her bir z;,z, € D igin z; # z, iken f(z,) # f(z;,) oluyor

ise tanimlanan f fonksiyonuna verilen D bolgesinde tinivalent(yalinkat) denir.

Tanmim 3.1.2. (Yerel Univalent Fonksiyon) D c C karmasik bolgede tanimlanan f
fonksiyonu D bélgesinden aldigimiz bir z, noktasinin herhangi bir komsulugunda
tinivalent(yalinkat) ise tanimlanan f fonksiyonu bu aldigimiz z, noktasinda yerel

tinivalent fonksiyon adi verilir.

Teorem 3.1.3. C karmagik diizlemde bir D c C karmasik bolgesi olsun. Bu bolgede
analitik bir f fonksiyonu tanimlansin. f fonksiyonununz, da yerel {inivalent

olmasinin gerek ve yeter sart1 z, € D noktasinda f'(z,) # 0 olmasidir.

D c C karmasik bolgesi i¢erisinde tanimlanan f fonksiyonu verilen z, € D noktasinda
yerel lnivalent ise f'(z,) da f fonksiyonun z, € D noktasi civarindaki yerel

geometrik davranigini belirler.

Konform bir doniisiimde bilindigi iizere agilar ve donmeler korunur. Yerel {inivalent
fonksiyonlar da agilar1 ve donmeyi korudugundan dolay tinivalent olan bir fonksiyon
da konform déoniisiim olarak diisiiniilebilir. Ote yandan bir D c C karmasik bdlgesi
icin f'(zy) # 0 sarti tanmimlanan f fonksiyonunun D c C boélgesinin tamaminda
iinivalent olmas1 igin gerek sart olmasina ragmen yeterli degildir. Ornek vermek
gerekirse f(z) = z? fonksiyonu D = {z: 1<|z|<2,0<argz < 37”} bdlgesi i¢inde

inivalent olmamasina ragmen yerel {inivalenttir.

9



Teorem 3.1.4. (Riemann Doniisiim Teoremi) C karmasik diizlemde bir D bolgesini
alalim. Her z, € D i¢in f(z,) = 0 ve f'(z,) > 0 olacak bigimde bu D basit baglantil
bolgeyi U = {z: |z| < 1} birim diskine birebir ve konform bigimde doniistiiren tek bir

f fonksiyonu mevcuttur.

Basit baglantili bir bolgedeki tinivalent fonksiyonlar Reimann Doniisiim Teoremi

yardimiyla U = {z: |z| < 1} birim diskindeki tinivalent fonksiyonlara doniistiirtiliir.

U = {z:|z| < 1} birim disk ve bu diskte bir f(z) fonksiyonu alalim. Analitik ve
inivalent olarak tanimlanan bu f(z) fonksiyonu f(0) = f'(0) —1 = 0 kosulu ile
normalize edilebilir. Eger U = {z:|z| < 1} birim diskinde f(z) fonksiyonu analitik

ve Univalent ise

f(2) = f(z)

9D =""Fw

fonksiyonu verilen f(z) fonksiyonu ile ayni 6zelliklere sahiptir. Bundan 6tiirii yapilan

bu normalizasyon sinifin genelligini sinirlandirmaz.

Bu tez ¢alismalarimizi, U = {z: |z| < 1} birim diskinde tanimlanan

f(2) =z+§:anz"

bicimindeki seri agilimina sahip olan analitik fonksiyonlarin siniflart ile

sinirlandiracagiz. A ile gosterecegimiz smif bu analitik fonksiyonlarin sinifidir.
Tanim 3.1.5. (S Sinifi) Normalize edilmis iinivalent fonksiyonlar sinifi olarak
adlandirigimiz bu siif U = {z: |z| < 1} birim diskinde tanimlanan f(z)

fonksiyonlar1 smnifi analitik, inivalent ve f(0) = f'(0) — 1 = 0 sartlarin1 saglar.

Koebe fonksiyonu S sinifindaki en miithim fonksiyonlardan birisidir.

10



k(z) = 2=Z+222+323+---=ann

z
(1-2)

n=1
U birim diskini C — (=0, — ﬂ bolgesine resmeden Koebe fonksiyonudur.

Lineer kesirsel dontisiim asagidaki verilen fonksiyondur.

VA
1—2z

f(2) =

Bu verilen f(z) fonksiyon U = {z: |z| < 1} birim diskini Re{w} > —%yarl diizlemine

dontstiiriir. Bu f(z) fonksiyonu normalize edildiginden S sinifinda olur.

Bieberbach, ilk defa S Sinifindaki f fonksiyonlarinin katsayilari igin iist sinir
olusturmay1 denemistir. Bu dogrultuda |a,| katsayis1 i¢in ¢alismalar yapmis ve |a,| <

2 oldugunu kanitlamistir.

Tanim 3.1.6. (Bieberbach Teoremi) f(z) = z + 2z% + 3z3 + -+ € Sise |a,| < 2 dir.
Bieberbach, S sinifinda bulanan f fonksiyonlarin katsayilariyla ilgili olarak |a,| < n
esitsizliginin sagladigina iliskin kestirimlerde bulundu. Bieberbach kestirimi adiyla

adlandirilan bu problemi L.De Branges ispatlamaya ¢alist: ve 1985 yilinda ispatladi.

Tanmm 3.1.7. (L.De Branges Teoremi) f(z) = z + 2z%> + 3z3 + - € Siise her n > 2
icin |a,| < ndir (Bieberbach 1916).

Koebe tarafindan bulunan Koebe dortte bir teoremi S sinifindaki f iinivalent
fonksiyonlar1 i¢in en 6nemli sonucudur. Her f(0) = 0sarthi bir agik doniisiim
oldugundan bu dOniisiimiin goriintiisii, orijin merkezli agik bir diski kapsar.

Koebe, S sinifindaki biitiin fonksiyonlarin goriintiilerinin w < p diskini kapsadigini

ortaya atmistir. Koebe fonksiyonu p < % esitsizligini saglar.

11



Teorem 3.1.8. (Koebe Dortte Bir Teoremi) S sinifin icerisinde bulanan tiim

fonksiyonlarin goriintiileri {W: lw| < i} diskini kapsar (Duren, 1983).

Ispat: f(z) =z + a,z? + - fonksiyonu S smifinda ve ¢ & f(U) olsun. f(z) #

¢ oldugundan

gz = LD

_C—f(Z):Z+(a2 +%)22+---

seklinde verilen g(z) fonksiyonu da S sinifinda yer alir. g(z) fonksiyonuna

Bieberbach teoremini uygularsak |a2 + %| < 2 elde edilir. Boylece

ol tal = o+ ] <
—|—1az| = |a = =
c 2 z c

olup ve f(z) fonksiyonuna Bieberbach teoremini uygularsak |%| <2+4|a,| <4

bulunur ve ispat tamamlanmis olur.
S sinifinda bulunan fonksiyonlar igin Bieberbach Teoreminin ispatinin yapilmisg
olmasi bu sinifta bulunan fonksiyonlar i¢in baska teoremlerin de ortaya ¢ikmasina

sebep olmusur. Bu teoremlerin basinda Biikiilme ve Biiylime Teoremleri gelir.

Teorem 3.1.9. (Biikiilme Teoremi) S sinifinda bulanan biitiin f fonksiyonlar i¢in

1—r 1+r

msvl(zﬂﬁm, Izl =r<1

yukaridaki sartlar saglanir (Goodman, 1983).
Teorem 3.1.10. S sinifinda bulanan biitiin f fonksiyonlar1 i¢in

4r
“1-—1r2

zf"(z)  2r?
flz) 1-12

, Izl =7r <1
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dir (Goodman, 1983).

Teorem 3.1.11. (Biiylime Teoremi) S sinifinda bulanan biitiin f fonksiyonlar1 igin

r r
mSUE(ZNSm, Izl =r<1

yukaridaki sartlar saglanir (Goodman, 1983).

Biiyiime ve Biikiilme teoremlerinin bir araya getirilmesiyle olusturulan esitsizlik

teorem olarak verilmistir.
Teorem 3.1.12. S sinifinda bulanan biitiin f fonksiyonlar1 i¢in

1+7r
< Jzl=r<1
1—r

1—r
<
1+r

zf'(2)
f(2)

esitsizligi saglanir (Duren, 1983).

3.2. UNiVALENT FONKSIiYONLARIN BAZI ALT SINIFLARI

Tezimizin bu kisminda {iinivalent fonksiyonlarmm Onemli bir ka¢ alt sinifini

tanimlayacagiz ve hakkinda bilgilendirme yapacagiz.

Tanim 3.2.1. (Pozitif Reel Kisimli Fonksiyonlar Siifi) U = {z:|z| < 1} birim
diskinde analitik olan ve bu diskteki her bir z noktasi i¢in Re{P(z)} > 0 sartin1
saglayan  P(z) =1+ p1z+pz2 + p3z3+ - =1+ Yo ppz®  formatindaki
fonksiyonlar sinifi pozitif reel kisimli fonksiyonlar sinifi olarak adlandirilir. Bu simif

P ile gosterilir.

Teorem 3.2.2. (Carathedory Teoremi) f € P

13



olsun. Bu durumda |p,| <2 n = 2,3,4...dir (Goodman, 1983).

Tanim 3.2.3. (Yildizil Fonksiyonlar Siifi) D, C karmasik diizleminde bir bolge olsun.
D bolgesinde alinan bir z = 0 noktasini D bdlgesinde alinan herhangi bir z, noktasiyla
birlestiren dogru parcasi eger D bolgesinin igindeyse D bolgesine orjine gore yildizil

denir.

Bir f(z) fonksiyonu tanimlansin. Bu f(z) fonksiyonu D birim diskini yildizil bir

bolgeye resmediyor ise bu fonksiyona yildizil fonksiyon denir.

S* birim diskte analitik ve {inivalent y1ldizil fonksiyonlarin sinifidir (Duren, 1983).

k _ Z
@D=a=2

Yildizil fonksiyona 6rnek olarak Koebe fonksiyonu verilebilir.

Tanim 3.2.4. f € A ve f(0) = f'(0) — 1 = 0 olsun. Budurumda f € S* olmasi igin

gerek ve yeter sart

zf'(z)
Re( 2 >> 0

esitsizliginin saglanmasidir.

Yildiz1l fonksiyonlar kiimesi ise asagidaki gibidir:

S* ={f€c/l: Re<2;é§)); ZEU}.

14



1936 da Robertson tarafindan tanimi yapilan ve yildizil fonksiyonlar kiimesi S* nin

bir alt sinifi olan @ —mertebeli y1ldizil fonksiyonlar sinifi asagidaki gibidir:

zf'(2)
f(2)

S*(a)z{fEJl:Re( )>a;zEU,0Sa<1}.

Tanim 3.2.5. (Giiglii Yildizil Fonksiyonlar Sinifi) f € A olsun.

zf'(2)
f(2)

arg (zeU,0<a<1)

(ZE,

veya buna denk olan

zf'(z 1+ 72\%

f()<( ), (zeU0<a<l)

f(2) 1-2z

sartmn1 saglayan f fonksiyonuna a — mertebeli giiclii yildizil fonksiyon denir. S(a),
giiclii yildiz1l fonksiyonlar smifi olarak adlandirilmis a = 1igin §(1) = S*olup
Brannan ve Kirwan (1969) ve Stankiewicz (1966) kisileri tarafindan tanitilmis ve

caligilmistir.

Tanim 3.2.6. (Konveks Fonksiyonlar Kiimesi) D, C karmasik diizleminde bir bolge
olarak tanimlansin. D bdlgesinde alinan herhangi iki noktay:r birlestiren bir dogru
pargast eger Ki tamamen D bélgesi i¢inde kaliyorsa baska bir sdylemle z;,z, € D ve
0 <A<1 olmak tizere Az; + (1 — A)z, € D kosulunu sagliyor ise D bdlgesine
konveks bolge denir. f(D) konveks bolge ise f fonksiyonu da konveks fonksiyon

olarak adlandirilir. K, konveks fonksiyonlarin sinifinin gosterimidir.

f € A fonksiyonu alalim. Bu fonksiyonun K sinifinda olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(2
f'(2)

Re<1+ )>O,ZE[U
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olmasidir. Yukarida tanimlanan esitsizlik Study (1913) tarafindan verilmistir.

XK smifinda olan f(z) = 12: fonksiyonu U birim diskini yar1 diizleme doniistiiren

onemli bir fonksiyondur.

Konveks fonksiyonlar kiimesi K nin bir alt smifi olan a —mertebeli konveks

fonksiyonlar sinifi vardir ve bu smifin tanimi asagidaki gibidir.

f"'(@
f'(2)

%(a)={fec/l:Re<1+ >>a;zE[U,OSa<1}.

Konveks ve yildizil fonksiyonlarin birbirleriyle iliskisi asagidaki teoremle ifade

edilmistir.
Teorem 3.2.7. (Alexander Teoremi) f € A olsun ve z € U verilsin. f(z) € KX

olabilmesi igin gerek ve yeter sart zf'(z) € S*olmasiyla mimkiindiir. (Alexander,
1915).

Strohhacker 1933 yilindaise f € X ise f € S* G) oldugunu kanitlamistir.

Tanim 3.2.8. (Giiglii Konveks Fonksiyonlar Sinifi) f € A olsun.

arg<1+%>‘<a%, (zeU,0<a<l

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna a — mertebeli giiclii konveks fonksiyon
denir. K (a), giiclii konveks fonksiyonlar simfi olarak adlandirilmis a = 1 igin

K (1) = K dir.
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3.3. SUBORDINASYON ILKESI
Lindel6f (1909) tarafindan ilk defa kullanilan subordinasyon kelimesi iinivalent
fonksiyonlar igin olduk¢a 6nemli yere sahiptir. Ancak 1925 yilinda Littlewood ve 1943

yilinda Rogosinski subordinasyonun tanitilmasini ve ilgili teoremleri ortaya atmistir.

Tanim 3.3.1. (Schwarz Fonksiyonu) U = {z: |z| < 1} birim diskinde analitik olan

(o]
w(z) = Z Cpz"
n=1

ve yukaridaki gibi tanimlanan w(z) fonksiyonunu tanimlayalim. Eger bu verilen
fonksiyon |w(z)| < 1 ve w(z) = 0 kosullarini sagliyorsa Schwarz Fonksiyonu olarak

adlandirilir ve Q ile gosterilir.

Tanim 3.3.2. (Subordinasyon Prensibi) U = {z: |z| < 1} birim diskinde f ve g analitik
fonksiyonlarini ele alalim. U birim diskinde f(z) = g(w(z)) olacak bigimde bir
w(z) € Qfonksiyonu mevcutsa f fonksiyonu g fonksiyonuna subordine diye

adlandirilir ve f < g bi¢iminde gosterilir.

f fonksiyonunun tinivalent olmasi sart degildir. U = {z: |z| < 1 } birim diskinde g(z)

fonksiyonu tinivalent ise
f<g=f(0)=g(0) f)<cgU)
seklindedir (Duren,1983).

3.4. SALAGEAN OPERATORU

Bu kisimda tez ¢alismamizda yararlanacagimiz Salagean tlirev operatorii hakkinda

bilgilendirme yapacagiz.

17



Tanim 3.4.1. (Salagean Tiirev Operatorii) U = {z: |z| < 1} birim diskinde analitik ve

fz2)=z+ Z a,z*
k=2

yukaridaki fonksiyonun smifiA olsun. Salagean, A sinifinda olan bir f(2)

fonksiyonu igin

D°f(2) = f(2)
D'f(2) = zf'(2)

D"f(z) =D(D™'f(z)) neN=123..
bi¢iminde bir tiirev operatorii tanimlamigtir (Salagean, 1983).
Yapilan basit iglemler ve diizenlemeler sayesinde A sinifinda olan f(z) fonksiyonu

i¢in

D"f(z) = Z+Zk"ak2k n € N =N u {0}
k=2

olur.

3.5. Bi-UNIVALENT FONKSIiYONLAR

Bu bolimiimiizde bi-tinivalent fonksiyonlara dair bilgiler ve bu fonksiyonlarin

katsayilariyla ilgili birtakim bilgiler verilecektir.
Tanim 3.5.1. (Bi-Univalent Fonksiyon) f € A olsun. Eger ki f ve f nin tersi olan f~1

fonksiyonlar1 U = {z: |z| < 1} birim diskinde tinivalent fonksiyonlar ise f(z)

fonksiyonuna bi-iinivalent fonksiyon denir.
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(o]
2)=z+az*°+-=z+ ) a,z"
2 n
n=2

formunda olan S smifindaki her f(z) fonksiyonun

f U f(2))=2z(zeU)

£ ) = w (Wl < (s 7o) =)

bu 6zellikleri saglayan tersi vardir.

F(FAw)) = w — a,w? + (2a3 — az;)w® — (5a3 — 5a,a; + al)w* + -
bigimindedir.

U = {z:|z| < 1} birim diskinde bi-iinivalent ve f(z) =z+ Y7-,a,z" bigiminde

Maclauren seri agilimina sahip fonksiyonlarin sinifini ), olarak ifade edecegiz. Lewin

ilk kez 1967 yilinda Y sinifini tanimlamastir.

z log(1 ) 1l (1+Z>
1-7' e LA

Y siifinina drnek olarak gosterilebilir. Bu sinifa 6rnek olmayan en 6nemli fonksiyon
Koebe fonksiyonudur. Ciinkii bu fonksiyonun goriintii bolgesi U = {z: |z| < 1} birim

diskini igermez.

Univalent fonksiyonlardaki gibi bi-iinivalent fonksiyonlarm Kkatsayilar1 icin de
aragtirmalar ve tahminler yapilmigtir. Lewin ), sinifinda olan fonksiyonlarin ikinci
katsayis1 olan a, i¢in |a,| < 1.51 oldugunu kanitlamstir. Ilk baslarda ¥ sinifinda olan

fonksiyonlarin katsayilart i¢in |a,| <1 (n € N/{1}) oldugu kanisindalardi. Daha

sonra 1969 yilinda Netanyahu max|a,| =§ oldugunu kanitlamistir.1979 yilinda

Brannan ve Clunie |a,| < v2 varsayimimi yapmistir. 1981 yilinda ise Wright ve Styer
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la,| >§ sartin1 saglayan ) sinifinda olan f fonksiyonlarmin var oldugunu

gostermistir. ), sinifinda olan f fonksiyonlarinin katsayilart ile ilgili en iyi tahmini

1981 yilinda Taha |a,| < 1.485 oldugunu gostererek yapmustir.

3.6. BI-UNIVALENT FONKSIYONLARIN BAZI ALT SINIFLARI

Bu boéliimiimiizde bi-tinivalent fonksiyonlarin 6nemli birkag alt sinifini tanimlayacagiz

ve hakkinda bilgilendirme yapacagiz

Tanim 3.6.1. (@ —Mertebeden Giiglii Bi-Yildizil Fonksiyonlar Sinift) 1986 yilinda

Brannan ve Taha tarafindan tanimlanmistir. Bu sinif Si[a] seklinde gosterilir. Eger

bir f fonksiyonunun bu smifa ait olabilmesi igin asagida verilen sartlar1 saglamasi

gerekmektedir.

feXx

arg (Z]{éij))‘ < mZT zelU0<a<1

ve

Wg'(W) <a7'[ el0<a<1
arg FIe)) > w , a<

buradaki g fonksiyonu olarak verilen fonksiyon f in tersi olan £~ in U birim diskine

genislemesidir.

Tanim 3.6.2. (a —Mertebeden Gtgli Bi-Konveks Fonksiyonlar
Sinifi) @« —mertebeden giiglii  bi-yildizil fonksiyonlar smifi gibi bi-linivalent
fonksiyonlarin diger alt smifi da @ —mertebeden giiglii bi-konveks fonksiyonlar
smifidir. Bu smif K [a] seklinde gosterilir. Bir f fonksiyonunun bu simif igerisinde

olabilmesi i¢in asagidaki verilen sartlari saglamasi1 gerekmektedir.
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fey <1+an(z)><a” EV0<a<1
ar VA B a s
AT 2
ve
<1+Wg"(w)>‘<“” eEU0<a<1
ar w , a<l.
g g'w) 2
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BOLUM 4

Ng"‘(a, A)ALT SINIFININ TANIMI VE KATSAYI TAHMINLERININ
CHEBSYHEV POLINOMLARI YARDIMIYLA BULUNULMASI

Bu béliimde 6nce dort gesidi bulunan Chebsyhev polinomunun sadece birinci ve ikinci
cesidinin tanimlarindan bahsedecegiz. Sonra bunlar1 kullanarak belirlenen bi-

tinivalent fonksiyonlarin bazi alt siniflarinin katsay1 tahminlerini bulacagiz.

Tanim 4.1. (Birinci Cesit Chebsyhev Polinomu) Polinomun derecesi n >0 ve t €

[—1,1] olmak sartiyla birinci ¢esit Chebsyhev Polinomu
T,.(t) = cos(narccost)

seklinde tanimlanir (Suli ve Mayers, 2003).

Eger burada verilen t i¢in t = cosa alinirsa

T,.(t) = cos(na)

elde edilir (Mason ve Handscomb, 2003).

Birinci gesit olarak belirlenen T, (t) polinomunun iiretici fonksiyonu t € (—1,1) igin

ooET(t)”— 1-tz €U
" Tl 2tz+z22 C
n=

yazilabilir.
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Tanim 4.2. (ikinci Cesit Chebsyhev Polinomu) Polinomun derecesi n >0 ve t €

[—1,1] ve t = cosa olmak sartiyla Ikinci Cesit Chebsyhev Polinomu

sin(n+ Da

Un(t) = sin

seklinde tanimlanir (Mason ve Handscomb, 2003). Ikinci cesit Chebsyhev

polinomununn € N olmak iizere birkag terimi
U, (t) = 2t Uy(t) = 4t% —1 Us(t) = 8t3 — 4t (4.1)

seklindedir.

1996 yilinda Whittaker ve Watson t = cosa ve a € (—g,g) olmak tizere H(z,t)

fonksiyonunu

o)

Hzt) = 1 _1+Zsin(n+1)a R oL eU
28 = T ocosaz + 22 sina © 7
n=1
olarak tanimlamislardir. Bu durumda
H(z,t) =1+ 2cosaz + (3cos?a — sin*a)z?+ -+ z€U
bagka bir ifade ile
H(z,t) =1+ U, (t)z + U,(t)z% + -+ (4.2)

bi¢iminde ifade edilir.

Tanim 4.3. f(z) = z + Y o5 a, 2" bigiminde bir fonksiyon0 <a <1, 1>1,

u=0,n€Nyvezw € U olmak iizere
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n H n+1 n p-1
wrg {(1_@ <D f(z)) L D@ <D ];(z)> H<g 43)

A z 2

ve

n K n+ n u-1
arg{(l_/l) (D i/(W)) L D) <D g(w)> }‘ _ar )

w w 2

kosullarin1 saglayan f € ). fonksiyonlarmin olusturdugu sinif Ng #(a, 1) seklinde

tanimlanmustir (Seker ve Mehmetoglu, 2016). Burada f (z) fonksiyonunun tersi olarak

g(w) fonksiyonu verilmis olup
g(W) = f_l(W) =W — azWZ + (2a2 - a3)W3 — (Sag + 5a2a3 + a4)w4‘ + ..
seklindedir.

Tanim 4.4. f fonksiyonu Ng’”(a, A t) smifinaait, 0 <a <1, A=>1, u=>0vete

G, 1] olsun. Her z, w € U i¢in asagida ifade edilen subordinasyon sartlar1 saglanir.

D f()\* | , D™f(2) (D) \H T !
(1 - /1) ( z ) +4 z ( z ) < H(Z' t) T 1-2tz+z2 (4'5)
D ag(w)\* D™ 1g(w) (D™ g(w)\*
(1_/1)< g( )> +1 g( )( g( )) < Hw, o)
w w w
= ! 4.6
T 1= 2tw + w2 (4.6)

Teorem 4.5. f fonksiyonu Ng’”(a, At)smifinaait0 <a <1, 1>1 p>0vete
G, 1] olmak sartiyla |a,| ve |az| katsay1 tahminleri asagida verildigi gibidir.
4t\t

la,| < (4.7)
JAt2(u+ 20)[227 (u — 1) + 2.31] + 22041 (u + 1)2[—4t2 + 1]
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] < 2t N 4t2
Bl =30+ 20) " 220 (u + 1)2

Ispat. f fonksiyonu Ng’” (a, 4; t) sinifinda ve (4.5) ve (4.6) geregi

D”f(z))“ D@ <D“f(z))”‘1

VA Z VA

(1—/1)<

=1+ U;(O)p(2) + U,()p*(2) + -

(1—/1)<

w w

=14+ U;(D)gw) + U, () g*(w)+. ..

yazilabilir.

p Ve q gibi birkac analitik fonksiyonlar i¢in

p(z) =ciz+cz?+c3z3+--z€U

qw) =dw+d,w? +dsw3 +-- weU

oldugundan p(0) = 0, |p(z)| < 1ve q(0) =0,|q(2)| < 1dir.

Dni,(W)>H L D) (D”g(w)>"‘1

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

Yukarida belirtilen p(z) ve q(w) Schwarz fonksiyonlaridir ve bu sebepten dolay1

e <1 ldj| <1

yazilabilir.

(4.9), (4.10), (4.11) ve (4.12) dan asagidaki esitlikler
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n u n+1 n u-1
aon <D f(z)> D@ <D f(z))
z z z
=1+ U;(t)c1z + [Uy () e+ Uy () cZ]z% + -+
(4.14)
n H n+1 n u-1
1- 2 <D i(W)) L Vf(W) <D i}(W))
=1+ Uy (0)dyw + [U; (t)dy+ U, (t)dZ]w? + -
(4.15)
elde edilir. Katsayilar1 (4.14) ve (4.15) tiirinden ifade edersek
Zn(ﬂ + A)az = Ul(t)cl (416)
221w — D) (u + 20)a3 + 3" (u + 24)az = U, (t)c, + Uy (t)c? (4.17)
—2"(p+ Vay = U;()d, (4.18)

22 (= D) (u + 2 a2 + 3" (u + 21)(2a3 — a3) = U, (t)d, + U,(t)d?  (4.19)

denklemleri yazilir. Ote yandan

¢ = —d, (4.20)
ve
22 (4 2)2a3 = U2 (c? +d? (4.21)

elde ederiz. Buna ek olarak (4.16) ve (4.18)’den

[22%(u — 1)(u + 22) + 2.3 (u + 21)]a3 = U, () (cy + dy) + U,(0)(c? +d?)  (4.22)

esitligini elde ederiz. (4.21)’deki (c? + d?) yalmz birakilip (4.22) esitliginde yazilir

ve diizenlenirse;
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U ()22 (u+1)?

[22"(u — D+ 22) + 2.3"(u+ 22) = =

|a3 =it +d)  (4.23)
bulunan bu esitlikte (4.1) de ifade ettigimiz degerler yerine yazilir ve diizenleme

yapilirsa eger;

a3
_ 8t3(C2 + dz)
T 462220 (y — 1) (u + 24) + 4t22.3%(u + 21) — 4222041 (g + 1)2 + 2201 (y 4 1)2

elde edilir. |c;| < 1 ve |d;| < 1 esitsizlikleri kullanilip gerekli hesaplamalar

yapildiginda

la,| < il
JAtZ(u+ 20220 (e — 1) + 2.3] + 220+ (u 4+ 1)2[—4t2 + 1]

bulunur. Boylece |a,| katsayisinin ispati tamamlanr.
Simdi (4.17)’den (4.19) ¢ikartilirsa
2.3™"(u + 2A)az — 2.3"(u + 2)aZ = U, () (c; — dg) + U (£)(c? — di) (4.24)

esitligini elde ederiz. (4.20) de verilen esitlikten dolay1 ¢ — d? = 0 elde edilir. Bu
esitlik ve (4.21)’deki aZ yalmz birakilip, (4.24) esitliginde yerine yazilir ve

dizenlenirse

U0z —dy)  2.3"(u+ 20 UF(cf +di)
BT 3n(+ 20) ¢ 2.3%(u + 2022 (i + 1)2

elde edilir. Bu esitlikte (4.1)’de ifade ettigimiz degerler yerine yazilir ve diizenleme

yapilirsa

2t N 4¢2
3n(u+21)  22n(u+ 2)2

las| <
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bulunur. Boylece |as| katsayisinin da ispat1 tamamlanir. Teorem 4.5 in ispati

tamamlanmis olur.
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BOLUM 5

SONUC VE ONERI

Bu tez ¢aligsmasinda tekrar galisilmaya baglanan bi-tinivalent fonkisyonlarin sinifina

ait katsay1 bagintilart Chebsyhev polinomunun katsayilar: yardimiyla elde edilmistir.

f(z) =z + XYy, a,z" olmak lizere

n s n+ n u—1
arg{(l-g)(@) P 1Zf(z)<D ;;(z)> }‘<%

ve

aT

2

w w

n u n+1 n u-1
arg{(l_l)cv fv(W)> 2 g(w)(D g(w)) } 3

Ng *#(a, 2) sinifin1 tammlayip bu sinifin katsayilarina dair tahminlerde bulunduk.

Elde ettigimiz katsayilardaki parametreler i¢in 6zel se¢imler yapildiginda caligilmis

bazi 6zel siniflari elde edilir.

Teorem 4.5.°de elde ettigimiz sonuglarda n = 0, p = 1 alinirsa By (4, t) smifi elde
edilir (Bulut ve ark, 2017).

Sonug 5.1. f fonksiyonu Ng‘”(a, A;t) smifinaaitve A > 1, t € G, 1] olmak {izere

o] < 2tV/2t
SN ICE ) ey e
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2t 4t2

<
lasl < Ty T a e

esitsizlikleri bulunur. Eger n =0, A =1, u = 1 almirsa By(t) smifi elde edilir
(Bulut ve ark, 2017).

Sonug 5.2. f fonksiyonu Ng'“ (a, A; t) smifina ait ve , t € G, 1] olmak tizere

tV2t
Vi—t2

lay| <

2t
|a3| < ?'l‘ tz

esitsizlikleri bulunur. Egern = 0, 4 = 1 alinirsa Bg (t) smufi elde edilir (Bulut ve ark,

2017).

Sonug 5.3. f fonksiyonu Ng’“(a, A;t) smifinaaity > 1ve t € G, 1] olmak uizere

] < 2t\2t
21 =
VI + w2 —2pt2(u + 1)|

2t N 4t2
u+2) A+w?

las| <

esitsizlikleri bulunur. Egern = 0, A =1, u = 0 alinirsa S5(¢) sinifi elde edilir
(Bulut ve ark, 2017).

Sonug 5.4. f fonksiyonu Ng‘” (a, A; t) simifina ait t € G, 1] olmak tizere

|a2| < Zt\/z_t
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las| < 4t? + ¢
esitsizlikleri bulunur.
Bu tezde iizerinde ¢alistigimiz sinifin buldugumuz katsayilarindaki parametrelere bazi

degerleri verdigimizde baska smiftaki sonuglar ile aynmi ¢ikmaktadir. Bu da

calismamizda buldugumuz sonuglarin dogrulugunu kanitlamaktadir. Bundan dolay1

calismamiz bazi ¢alismalarin bir genellemesidir.
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